


天 文俊 文集 


山东 教育 出 版 社 
一 九 八 六 年 济南 


吴 文 俊文 集 


出 东 教 育 出 版 社 出 版 
《证 南 经 九 路 胜利 大 衔 ) 


山东 省 新 华 书店 发 行 ”出 东 新 华 印刷 厂 滩 坊 厂 印刷 
和 


350x1168 带 米 33 开本 12.5 印张 《 手 页 278 村 学 
19$6 年 12 月 第 1 版 。 1986 年 12 月 第 1 次 印刷 
印 数 1 一 570 


书 导 13275*39 定价 3.95 元 


Zt 


前 


本 书 收集 了 作者 多 年 来 发 表 的 一 些 零星 文章 ， 散 见于 各 种 
书刊 。 这 里 专门 的 创作 论文 收集 的 很 少 ， 因 而 严格 说 来 ， 本 书 
是 一 本 杂文 集 ， 而 不 是 通常 数学 家 们 以 专门 论著 为 主要 内 容 的 
选集 或 全 集 。 虽 然 如 此 ， 作 者 认为 ， 这 样 的 文集 ， 至 少 对 作者 
本 人 来 说 ， 要 比 出 版 一 本 或 几 本 选集 或 全 集 ， 其 意义 要 重要 得 
多 。 因 为 它 真正 反映 了 作者 对 整个 数学 的 认识 ， 反 映 了 作者 思 
想 的 实质 ， 也 反映 了 作者 对 发 展 数学 的 主张 和 意图 ， 而 这 是 过 
于 专门 的 选集 或 全 集 所 难以 做 到 的 。 

本 书 收集 的 文章 分 成 四 类 。 但 除 个 别 文章 外 ， 总 的 说 来 是 
一 个 整体 。 基 本 上 它 以 数学 机 械 化 的 思想 贯通 全 书 。 第 四 类 直 
接 以 数学 的 机 械 化 为 其 主题 。 从 数学 有 史料 为 依据 的 几 千 年 发 
展 过 程 来 看 ， 以 公理 化 思想 为 主 的 演绎 倾向 ， 以 及 以 机 械 化 思 
想 为 主 的 算法 倾向 往往 互 为 消长 。 对 近代 数学 起 着 决定 作用 的 
解析 几何 与 微 积分 ， 实 质 上 都 是 机 械 化 思想 而 非 公理 化 思想 的 
产物 。 中 国 的 古代 数学 ， 力 是 机 械 化 体系 的 代表 。 第 一 类 数学 
史 ， 多 少 说 明了 数学 机 械 化 思想 的 渊源 ， 也 提供 了 某 些 具体 的 
实例 。 第 二 类 数学 论证 ， 则 从 不 同 角度 阐述 了 作者 对 数学 机 械 
化 的 想法 。 至 于 第 三 类 数学 专 论 ， 表 面 看 来 似 系 专题 论著 而 与 
机 械 化 无 关 。 但 是 ， 推 行 机 械 化 的 前 提 是 数学 必须 以 构造 性 的 
方式 进行 。 这 一 类 中 主要 的 四 篇 文章 就 是 以 构造 性 的 方式 来 讨 
论 这 些 专题 的 。 这 与 国外 同样 专题 的 多 数论 著 有 着 本 质 上 的 区 
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别 。 这 些 文章 也 多 少 指出 ， 通 常 以 非 构造 性 方式 进行 研究 的 某 
些 数 学 领域 ， 如 果 从 构造 性 的 角度 出 发 ， 是 有 可 能 趋 近 于 半 机 
械 化 以 至 机 械 化 并 促使 其 实现 的 。 

作为 数学 两 种 主流 的 公理 化 思想 与 机 械 化 思想 ， 对 数学 的 
发 展 都 曾 起 过 巨大 的 作用 ， 理 应 兼 收 并 车 ， 不 可 有 所 偏 废 。 但 
是 对 于 个 别 的 人 来 说 ,难免 有 不 同 的 倾向 。 作 者 的 倾向 如 何 , 应 
是 不 言 而 喻 的 。 但 是 ， 作 者 关于 机 械 化 思想 的 形成 ， 决 非 一 朝 
一 夕 ， 至 少 在 七 十 年 代 以 前 ， 机 械 化 的 概念 在 作者 的 脑海 里 还 
毫 无 踪影 。 经 过 对 中 国 古 代数 学 学 习 的 触发 ， 结 合 着 几 十 年 来 
在 数学 研究 道路 上 探索 实践 的 回顾 与 分 析 ， 终 于 形成 了 这 种 数 
学 机 械 化 的 思想 。 这 种 思想 一 旦 形成 ， 就 自然 地 化 成 一 股 奖 强 
的 动力 。 十 几 年 来 ， 作 者 一 直 在 这 一 方向 道路 上 摸索 前 进 ， 艰 
苦 奋 斗 ， 义 无 反 顾 。 本 书 所 收集 的 绝 大 部 分 文章 ， 都 写 在 这 一 
时 期 ， 即 是 摸索 过 程 中 的 产物 。 

我 们 的 目标 是 明确 的 ， 即 是 推行 数学 的 机 械 化 ， 使 作为 中 
国 古 代数 学 传统 的 机 械 化 思想 ， 光 芒 普照 于 整个 数学 的 各 个 角 
落 。 自 然 ， 我 们 离 昌 标 的 实现 还 无 比 遥 远 根 本 看 不 到 尽头 。 虽 
然 如 此 ,十 几 年 来 的 努力 尽管 成 就 不 多 ,但 也 已 初 见 成 效 ， 至 少 
已 可 说 明 这 一 机 械 的 道路 不 仅 是 可 到 的 ,也 是 可 行 的 .问题 不 在 
于 能 不 能 成 不 成 ,而 在 于 愿 不 愿 做 不 做 ,也 在 于 肯 不 肯 敢 不 敢 。 

个 人 的 力量 是 渺小 的 。 事 业 的 成 功 与 否 ， 除 了 客观 条 件 以 
外 ， 主 要 依赖 于 群众 的 支持 。 众 志 成 城 ,也 只 有 众 志 才 能 成 城 。 
如 果 这 本 书 能 引起 某 些 有 志 者 的 共鸣 ， 乐 意 共 襄 此 举 ， 作 者 本 
人 则 大 为 欣慰 ， 本 书 的 出 版 也 就 不 是 多 此 一 举 了 。 

吴 文 俊 
1986 年 12 月 
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中 国 古 代数 学 对 世界 
文化 的 伟大 贡献 


自 秦 至 西汉 中 期 这 两 百 来 年 间 ， 我 国 工 农业 生产 与 科学 技 

术 有 了 很 大 的 进步 ,从 而 促进 了 数学 的 迅猛 发 展 ,出 现 了 一 批 高 
水 平 的 数学 家 ， 如 张 莽 、 耿 寿 昌 等 。《 周 钥 算 经 》、《 许 商 算术 》 
与 《 杜 忠 算术 》( 后 二 者 已 失传 )， 都 在 这 时 期 出 现 。 我 国 最 主 
要 的 一 部 传 于 后 世 的 数学 著作 《 九 章 算术 》, 也 基本 上 成 书 于 西 
汉 初 年 ， 其 内 容 为 以 后 一 千 多 年 的 辉煌 成 就 黄 定 了 基础 。 从 西 
汉 以 旋 宋 元 ， 随 着 我 国 社会 经 济 和 劳动 人 民 创 造 性 发 展 ， 数 学 
人 才 与 数学 创作 仍 世 代 不 绝 ， 中 国 的 数学 ， 在 世界 上 可 以 说 一 
直 居于 主导 地 位 并 在 许多 主要 的 领域 内 遥遥 领先 ， 直 到 宋 未 明 
初 ， 宋 明理 学 成 为 垄断 一 切 的 统治 思想 ， 明 代 并 以 八股 取 士 ， 
以 及 其 他 一 些 原因 ， 科 学 技术 的 发 展 受到 扼杀 ， 除 了 民间 的 计 
算 技术 还 有 重要 发 展 外 ， 数 学 已 相应 地 大 为 衰落 。 从 明 末 利 玛 
赛 怀 着 不 良 企 图 以 介绍 西方 数学 为 名 打 入 我 国 统治 集团 内 部 以 
来 ， 我 国 数学 与 古代 相 比 已 谈 不 上 什么 创造 ， 基 本 上 依靠 国外 
的 技术 输入 ， 在 外 国人 屁股 后 面 息 行 了 。 正 如 毛 主席 批评 的 那 
“ 言 必 称 希腊 ， 对 于 自己 的 祖宗 ， 则 对 不 住 ， 忘 记 了 。? 西 方 
的 大 多 数 数学 史家 ， 除 了 言 必 称 希腊 以 外 ， 对 于 东 方 的 数学 ， 
则 蛋 曲 历史 ， 制 造 了 不 少 巴比伦 神话 与 印度 神话 ， 把 中 国 数学 
的 辉煌 成 就 尽量 贬低 ， 甚 至 视而不见 ， 一 笔 抹 化。 在 半封建 半 
殖民 地 社会 中 生活 过 来 的 一 些 旧 知识 分 子 ， 接 触 的 数学 都 是 
“西方 ”的 ， 看 到 的 数学 史 都 是 “西方 史家 ”的 ,对 于 祖国 古代 
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数学 十 分 无 知 ， 因 而 对 于 西方 数学 史家 的 一 些 捏造 与 焉 曲 无 从 
辨别 ， 不 是 跟着 言 必 称 希腊 ， 就 只 好 不 蚁 声 。 

但 是 ， 被 颠倒 了 的 历史 必须 颠倒 过 来 ! 

中 国 古 代数 学 的 成 就 在 本 世纪 五 、 六 十 年 代 ， 或 更 早 的 中 
外 中 小 学 数学 教 本 中 ， 可 找到 许多 具体 的 例子 。 

有 一 本 西方 数学 史 "”， (这 基本 上 是 一 本 比较 好 的 数学 
史 ) 说 :“ 在 许多 中 学 中 ， 代 数学 现 仍 被 教 成 一 堆 公 式 而 不 是 
一 种 演绎 的 科学 ”。 

在 谈 到 代数 学 的 东方 起 源 时 又 说 : 

“今日 学 校 中 的 代数 学 和 几何 学 仍然 保持 这 些 不 同 来 源 的 
标志 ”。 

这 里 所 谓 代数 学 的 东方 起 源 或 东方 数学 ， 乃 是 针对 “由 一 
些 定义 、 假 定 和 公理 到 定理 的 一 种 严格 逻辑 的 演绎 法 ”作为 处 
理 问题 准则 的 西方 《或 希腊 》 式 数学 来 说 的 。 这 本 书 所 说 的 东 
方 ， 原 意 是 指 巴比伦 或 是 印度 ， 而 事实 上 这 个 东方 应 指 中 国 才 
算 确 当 。 

中 小 学 数学 中 的 算术 、 代 数 这 些 部 分 ， 从 记 数 、 以 至 解 联 
立 线性 方程 与 二 次 方程 ， 实 质 上 都 是 中 国 古 代数 学 家 的 发 明 创 
造 ， 早 就 见 之 于 中 国 的 九 章 算术 甚至 是 周 佣 算 经 等 书 。 据 钱 宝 
琼 考证 (”),，《 九 章 算术 》 完 成 于 公元 50 一 100 年 闻 。 但 除 个 
别 片段 外 ， 基 本 内 容 应 完成 于 公元 前 200 年 或 更 前 一 些 〈 这 是 
某 些 西方 数学 史家 的 意见 。 有 的 甚至 提早 到 公元 前 1000 年 , 例 
如 )。 另 一 部 《 周 宜 算 经 》 据 钱 宝 琼 考 证 (中 ) 成 书 于 公元 前 
100 年 前 后 。 

下 面 是 关于 算术 代数 部 分 发 明 创 造 的 一 张 中 外 对 照 表 ， 这 
里 应 该 指出 ， 表 中 虽 列 有 印度 的 发 明 ， 但 诚 如 一 位 印度 数学 史 
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专家 Kaye 所 说 的 那样 :印度 与 中 国 的 数学 有 很 多 平 行 之 处 ， 






































而 印度 是 欠 了 中 国 的 债 〈 参 阅 例 如 Cajori，'"， 页 97 与 84， 
又 如 Scotto)。 
中 国 外 国 
位 值 制 十 进 最 迟 在 《 九 章 算 术 》 成 书 | 印度 最 早 在 6 世纪 末 才 出 现 
位 记 数 法 时 已 十 分 成 部 
《周作 算 经 》 中 已 有 ， 在 
分 数 运算 《 关 届 何其 经 鸡 串 号 让 套 | 印度 最 时 在 7 世纪 才 应 用 
星 刘 租 注 中 引入 。 来 泰 九 稻 
十 进位 小 数 的 全 西欧 16 世纪 时 始 有 之 ， 印 度 无 
《局 玲 算 经 》 中 已 有 开平 | 西方 在 4 世纪 末 始 有 开平 方 
开平 方 、 立 方 | 方 ,《 九 章 算 术 》 中 开平 、 立 | 但 还 无 开 立 广 
方 已 说 扣 印度 最 日 在 ? 世纪 
《 九 京 算术 》 中 有 各 种 类 | 。 印 度 7 世纪 后 的 数学 书 中 有 某 
算术 应 用 型 的 应 用 问题 些 与 中 国 类 似 的 问题 与 方法 
《 九 章 算术 》 中 已 成 印度 最 早 见于 7 世纪 ， 西 欧 至 
pps 16 世纪 始 有 之 。 
所 谓 公 元 3 一 4 世纪 Diophantus 
有 有 正 负数 据 则 之 说 是 有 同 是 的 
《 九 章 算术 》 中 已 成 印度 7 世纪 后 开始 有 一 些 特殊 
联 立 一 次 方程 组 类 型 的 方程 组 
西方 浸 至 16 世纪 始 有 之 
《 九 章 算术 》 中 已 隐 含 了 | 印度 在 7 世纪 后 
二 次 方程 求 数 什 解 法 阿拉 伯 在 9 世纪 有 一 般 解 求法 
三 国 时 有 有 一般 解 求法 
三 次 方 和 唐 初 《公元 7 世纪 初 )》 有 | ”西欧 至 16 世纪 有 一 般 解 求法 、 
三 次 方程 列 方程 法 、 求 数值 解 已 成 熟 | 阿拉 伯 10 世纪 有 几何 解 
宋 时 (12 一 13 世纪 ) 已 有 | 西欧 至 19 世纪 初始 有 同样 方法 
高 次 方 各 Re 
联 立 高 次 方程 | 元 时 (14 世纪 初 》 已 有 之 ”| 西欧 甚 迟 ， 信 计 在 19 世纪 
组 与 消 元 法 











中 国 劳动 人 民 , 在 长 期 的 实践 过 程 中 ， 创 造 与 发 展 了 记 数 、 
分 数 、 小 数 、 正 负数 以 及 无 限 副 近 任 一 实数 的 方法 ， 实 质 上 达 
到 了 整个 实数 系统 的 完成 。 特 别 是 自古 就 有 了 完美 的 10 进 位 
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位 值 制 的 记 数 法 。 这 是 中 国 的 独特 创造 ， 是 世界 其 他 古代 民族 
都 没有 的 。 这 一 创造 对 世界 文化 贡献 之 大 ， 如 果 不 能 与 火 的 发 
明 相 比 ， 也 是 可 以 与 火药 、 指 南 针 、 和 印刷 术 一 类 发 明 相 媲 美 
的 。 

代数 学 无 可 争辩 地 是 中 国 的 创造 ， 这 从 《 九 章 算术 》 等 书 
中 可 以 看 出 。 可 以 说 在 16 世纪 以 前 ， 除 了 阿拉 伯 某 些 著作 之 
外 ， 代 数学 基本 上 是 中 国 一 手包 办 了 。 但 中 国 古 代数 学 的 成 就 
决 不 止 于 算术 与 代数 方面 ， 以 几何 而 论 ， 希 腊 欧 几 里 得 几何 的 
拱 心 石 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 〈 语 出 Bourbaki，") 或 勾 股 定理 。 
这 一 定理 我 国 古代 自然 也 早已 有 之 。 在 《有 周 佣 算 经 》 中 就 已 有 
一 般 定 理 的 叙述 : 

“车 求 那 至 日 者 ， 以 日 下 为 句 *， 日 高 为 股 ， 句 、 股 各 自 乘 ， 
并 而 开 方 除 之 ， 得 那 至 日 。 

不 仅 如 此 ， 勾 股 定理 还 被 具体 用 于 勾 股 弦 的 直接 互 求 ， 甚 
至 应 用 于 测 日 之 高 远 这 一 类 复杂 问题 。 这 与 欧 几 里 得 几何 中 理 
论 脱离 实际 的 情况 是 过 不 相同 的 。 中 国 的 几何 学 与 希腊 的 几何 
学 有 许多 不 同 之 处 ， 其 详细 比较 有 待 阐发 。 

对 于 三 角 学 中 国 也 是 最 早 发 明 者 之 一 。 西 方 数 学 史家 一 般 
都 把 《天 文书 》(Almagest) 的 作者 托 雷 米 〈Ptolemy， 公 元 
150 年 左右 ) 作为 三 角 术 的 创始 人 ， 而 把 中 国 的 三 角 术 视 为 是 
受 了 他 的 影响 。 

但 事实 上 ， 西 方 的 三 角 术 是 先 有 球面 三 角 后 有 平 面 三 角 。 
托 雷 米 的 三 角 术 由 测 天 而 来 ， 因 而 是 球面 三 角 术 。 至 于 平面 三 
角 术 则 迟 至 公元 1250 年 才 由 波斯 天 文学 家 纳 速 刺 丁 所 建立 。 但 


# 勾 股 的 勾 字 ， 十 代 均 作 句 ， 本 书 引用 的 原文 均 用 句 。 


我 国 一 开始 建立 的 就 是 平面 三 角 术 ， 并 且 中 国 的 三 角 术 来 源 于 
《 周 佣 算 经 》。 东 西方 三 角 术 的 发 展 途径 是 刚巧 相反 的 ,很 难 谈 到 
有 什么 相互 影响 如果 说 有 影响 ,那么 ( 周 佣 算 经 》 早 于 《天 文书 》 
有 好 几 百 年 ,只 有 说 托 雷 米 受到 中 国 的 影响 才 更 合 情 理 。 上 面 所 
引 西 方 数学 史家 关于 中 国 三 角 学 之 说 显然 是 颠倒 了 历史 事实 。 

在 西欧 ，16 世纪 中 出 现 了 不 少 描述 三 角 测 量 的 图 画 , 其 中 
有 一 张 名 为 “ 鼓 皮 三 角 法 > ， 所 画 犹如 周 骨 赵 爽 注 所 附 的 日 高 
图 (也 即 重 差 原理 图 ) 的 一 个 翻版 ， 这 也 可 以 见 到 我 国 三 角 测 
量 术 的 先进 程度 。( 夯 见 Smith，'50 ,页 355) 

到 西欧 17 世纪 以 后 才 出 现 的 解析 几何 与 微 积分 , 乃 是 通 向 
所 谓 近 代数 学 的 主要 的 两 大 创造 ， 一 般 认为 这 些 创造 纯粹 是 西 
欧 数 学 的 成 就 。 但 是 中 国 的 古代 数学 决 不 是 不 起 着 重大 作用 
(甚或 还 是 决定 性 的 作用 ) 的 。 

先 说 解析 几何 ， Smith(252， 页 316,) 曾 认 为 解析 几何 的 
发 展 有 三 个 主要 阶段 ，(1) 座 标 系统 的 发 明 ，; (2) 几 何 与 代数 间 
一 一 对 应 的 认识 ， (3) 函数 y= f(x) 的 图 形 表 示 。 第 一 阶段 属 
于 古代 ， 第 二 阶段 属于 中 世纪 ， 第 三 阶段 则 是 近代 的 。 

西方 向 来 认为 17 世纪 的 Descartes (以 及 Fermat) 是 解 
析 几 何 的 创始 人 ， 但 实际 上 在 Descartes 的 有 关 主 要 著作 中 既 
无 坐标 也 无 坐标 轴 的 概念 ， 更 无 所 谓 直线 与 曲线 的 方程 。Des- 
cartes 的 贡献 在 几何 与 代数 建立 关系 方面 ,在 他 的 主要 著作 中 ， 
给 出 了 二 次 方程 的 几何 解法 ， 但 阿拉 伯 最 早 的 代数 学 即 Al- 
Khowa rizmi ( 花 刺 子 模 ) 的 著作 (公元 9 世纪 ) 也 早已 用 另 一 
种 较 Descartes 更 好 的 方法 给 出 了 二 次 方程 的 几何 解 。 事 实 
上 几何 与 代数 的 统一 处 理 乃 是 我 国 二 代数 学 的 一 个 传 统 特色 ， 
从 《 九 章 算 术 》 以 来 就 向 来 如 此 。 花 刺 子 模 的 著作 据 Cajorit9 
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与 希腊 印度 无 关 ， 如 果 不 是 阿拉 伯 自 己 的 发 明 创 造 ， 则 必然 渊 
源 于 中 国 ， 从 著作 的 风格 看 来 ， 后 者 是 不 无 可 能 的 。 这 一 段 历 
史 自 然 是 值得 重视 并 予以 澄清 的 。 现 已 知 花 刺 子 模 在 842 一 847 
曾 出 使 波斯 以 北 当 东 西方 商业 要 冲 的 西 突厥 可 萨 国 ， 而 可 萨 通 
中 国语 ， 朝 廷 依 中 国 礼仪 (83 ，Addenda)， 详 情 有 待 进一步 
调查 。 

至 于 第 一 阶段 ， 西 方 数学 史家 比较 一 致 地 认为 真正 的 坐标 
概念 出 现 于 14 世纪 中 时 Oresme 关于 以 “经 度 ”"、“ 纬 度 ” 来 家 
示 点 的 位 置 的 一 个 著作 。 据 Smith 措 出 《94, 页 320 注 )， 
Oresme 的 著作 可 能 导 源 于 10 世纪 时 的 一 个 作品 。 这 里 10 世 
纪 的 作品 估计 应 是 阿拉 伯 的 。 在 我 国 ,，《 周 解 算 经 》 中 已 有 “分 
度 以 定 则 正 督 经 纬 ” 以 及 “ 游 仪 所 至 之 尺 为 度数 ”等 语 ， 注 中 
并 展 言 “ 引 绳 至 经 纬 之 交 ， 以 望 之 .” 中 国 又 有 世界 上 最 早 的 
星 表 〈 甘 石 星 经 ， 战 国 中 叶 ， 公 元 前 三 百 五 六 十 年 ), 公 元 2 世 
纪 张 衡 就 作 星 图 与 浑 天 仪 ， 又 有 世界 上 最 早 的 石刻 星 图 ( 宋 , 公 
元 1247 年 ， 在 苏州 )。 我 国 的 天 文 数学 历来 紧密 结合 。 由 此 可 
以 君 到 以 经 纬度 表 星 的 位 置 的 这 种 座 标 概念 我 国 是 最 早 的 创始 
人 之 一 。 我 国 又 是 罗盘 的 发 明 者 并 曾经 是 航海 最 发 达 的 国家 之 
一 。 用 经 纬度 表 位 置 的 概念 与 方法 在 后 来 必然 有 所 发 展 ， 其 演 
变 以 及 与 阿拉 伯 西 欧 的 关系 ,是 值得 把 它 追 查 清楚 的 。 

微 积 分 ， 这 是 使 西欧 数学 一 跃 而 居 世 界 领导 地 位 的 重大 发 
明 创 造 ， 我 国 似乎 是 没有 份 的 。 但 是 微 积 分 的 发 明 从 Kepler 
到 牛顿 有 一 段 艰难 的 过 程 。 在 作为 产生 微 积 分 所 必要 的 准备 条 
件 中 ， 有 些 是 在 我 国 早已 有 之 ， 而 为 希腊 式 的 数学 所 力 所 不 及 
的 。 例 如 ( 见 Scott，”， 页 138): 

“极限 的 概念 ， 作 为 微分 学 的 真正 基础 ， 对 于 希 腊 头 脑 来 
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说 完全 象 是 一 个 外 国人 。” 

希腊 数学 中 被 认为 最 辉煌 的 创造 之 一 的 无 理 数论 ， 对 于 极 
限 来 说 是 华而不实 的 。 而 刘 币 以 至 宋代 的 我 国 十 进位 小 数 的 记 
数 法 ， 却 与 极限 概念 一 衣 带 水 。 十 进位 小 数 迟 至 16 世纪 在 西 
欧 重 被 发 明 以 来 ， 直 接 导 致 了 对 数 的 发 明 。 作 为 微 积分 先驱 者 
之 一 的 Kepler, “广泛 应 用 了 对 数 与 十 进位 分 数 ， 且 热情 地 传 
播 这 方面 的 知识 。”(Cajori，592， 页 160), 是 有 一 定 的 道理 的 。 
面积 体积 的 计算 乃 是 导致 微 积 分 发 明 的 另 一 重要 问题 ,然而 , 原 
来 希腊 欧 几 里 得 以 至 阿 基 米 德 所 使 用 的 “穷竭 法 ”是 很 不 得 力 
的 ，Kepler 用 之 劳 而 少 功 ， 直 到 伽利略 的 学 生 Cavalieri 放 弃 
了 严密 的 穷竭 法 改 用 粗糙 的 不 可 分 量 法 才 取得 了 重大 的 突破 。 
在 微 积 分 的 创造 过 程 中 起 了 如 此 重大 作用 为 西方 数学 史家 盛 称 
的 所 谓 Cavalieri 原理 ， 事 实 上 早 就 见 之 于 祖冲之 、 祖 HI 恒 父 子 
的 著作 ， 即 所 谓 “ 霜 势 既 同 则 积 不 容 异 ”并 具体 用 之 于 球体 积 
的 计算 ， 比 Cavarieli 的 发 现 要 早 了 1100 多 年 。 

微 积分 的 发 明 从 Kepler 与 Galileo 以 至 Newton 与 Leib- 
niz 经 历 过 一 段 艰苦 漫长 的 过 程 。 上 面 所 举 两 个 例子 可 以 说 明 
发 明 过 程 中 中 国 古 代数 学 的 作用 远 优 于 希腊 式 的 数学 ， 我 们 甚 
至 不 无 理由 可 以 这 么 说 ， 微 积分 的 发 明 乃 是 中 国 式 数 学 战胜 了 
希腊 式 数 学 的 产物 。 

中 国 古代 数学 至 少 自 秦汉 有 记载 以 来 ， 许 多 方面 一 直 居 于 
世界 上 遥遥 领先 的 地 位 ， 发 展 到 宋 元 之 世 , 已 经 具备 了 西欧 17 
世纪 发 明 微 积分 前 夕 的 许多 条 件 ， 不 妨 说 我 们 已 经 接近 了 微 积 
分 的 大 门 。 如 果 按 此 继续 发 展 下 去 ， 我 们 是 有 可 能 先 于 欧洲 发 
明 微 积分 的 。 然 而 ， 宋 朝 的 程 朱 理学 已 使 当时 的 一 些 优秀 数学 
家 例如 杨辉 》 浪 费 精力 于 纵横 图 之 类 的 数学 游戏 ， 陷 入 神秘 
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主义 ， 违 反 了 我 国 自古 以 来 的 优良 传统 ， 到 了 明 朝 八 股 取 士 ， 
理学 统治 了 学 术 界 的 思想 ， 我 国 的 数学 也 就 从 此 一 落 千 丈 了 。 
西方 数学 史家 往往 以 希腊 式 的 严密 推理 相 标榜 ， 并 以 中 国 
数学 从 来 没有 达到 演绎 科学 的 形式 相 指南。 然而， 我 们 已 经 看 
到 ， 在 微 积 分 的 发 明 上 希腊 形式 的 那 种 脆弱 性 以 及 中 国 式 数学 
的 生命 力 。 某 些 数学 史家 例如 Bourbakis 也 曾 指出 欧 几 里 得 
的 那 种 系统 阻碍 了 代数 学 的 发 展 并 使 之 瘫痪 。 在 将 Cavalieri 
与 亚 基 米 德 作 比 较 时 ，Bourbaki 又 指出 亚 基 米 德 只 能 得 到 Ca- 
valieri 原理 很 特殊 的 情况 ， 而 与 Cavalieri 作出 他 的 原理 用 
了 不 很 科学 的 所 谓 “ 证 明 ” 相 仿 ， 亚 基 米 德 为 了 获得 他 的 特殊 
情况 的 “证 明 ”， 也 不 得 不 把 他 著名 的 所 谓 亚 基 米 德 严密 性 弃 之 
脑 后 。 我 国 古代 数学 并 没有 发 展 出 一 套 演绎 推理 的 形 式 系统 ， 
但 却 另 有 一 套 更 有 生命 力 的 系统 。 刘 徽 九 章 注 序 中 说 “ 析 理 以 
辞 ,解体 用 图 "。 刘 徽 海岛 算 经 本 来 有 注 有 图 , 注 以 析 理 ,图 以 解 
体 ， 只 是 已 失传 而 已 ， 这 是 古代 数学 用 以 分 析 矛 盾 解决 矛盾 的 
一 种 辩证 思维 方法 。 中 国 古代 的 劳动 人 民 向 来 重视 实际 ， 闭 于 
从 实际 中 发 现 问题 提炼 问题 ， 进 而 分 析 问题 解决 问题 ， 在 深入 
广泛 实践 的 基础 上 建立 了 世界 上 最 先进 的 我 国 古代 数学 。 中 国 
的 数学 是 牢 牢 扎根 于 广大 劳动 人 民 之 中 ， 是 导 源 于 劳动 人 民 长 
期 实践 经 验 的 基础 之 上 的 ， 这 与 希腊 几何 学 脱离 实际 脱离 群众 
走 到 纯 逻 辑 推理 的 形式 主义 道路 是 有 别 的。 这 正 是 直至 16 世 
纪 以 前 我 国 数学 在 许多 最 主要 的 领域 内 一 直 居 于 最 先进 地 位 
的 根本 原因 ,也 是 在 微 积分 的 发 明 上 中 国 式 的 数学 远 远 优越 于 
希腊 式 数学 的 根本 原因 。 西 方 数学 史家 把 它 归 之 于 我 国 数学 的 
缺少 演绎 推理 与 历史 事实 完全 不 符 。 恩 格 斯 曾经 说 过 ( 见 呈 )， 
“数学 演算 适合 于 物质 的 证 明 ， 适 合 于 检验 ,因为 它们 是 建 
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立 在 物质 直观 〈 尽 管 是 抽象 的 ) 的 基础 上 的 ， 而 纯 逻 辑 演算 只 
适合 于 推理 证 明 ， 因 此 没有 数学 演算 所 具有 的 实证 的 可 车 性 
一 一 而 且 其 中 许多 还 是 错误 的 1” 

这 是 我 国 数学 对 希腊 式 数学 来 说 具有 极 大 优越 性 的 一 个 很 
好 的 说 明 。 

钱 宝 琼 在 《中 国 古代 数学 的 伟大 成 就 》 一 文 ("") 中 曾 说 : 

“第 五 世纪 以 后 ， 大 部 分 印度 数学 是 中 国 式 的， 第 九 世纪 
以 后 ， 大 部 分 阿拉 伯 数 学 是 希腊 式 的 ， 到 第 十 世纪 中 这 两 派 数 
学 合流 ， 通 过 非洲 北部 与 西班牙 的 回教 徒 ， 传 到 欧洲 各 地 ， 于 
是 欧洲 人 一 方面 恢复 已 经 失去 的 希腊 数学 ， 一 方面 吸收 有 生 力 
量 的 中 国 数学 ， 近 代数 学 才 得 开始 辩证 的 发 展 。 

这 段 数 学 发 展 过 程 可 概括 为 下 面 的 简 图 〈e 表示 世纪 )， 

加 一 度 一 |10c 
一 一 欧洲 
希腊 -阿拉 伯 一 

根据 前 面 的 论证 ， 我 们 认为 有 理由 可 以 进一步 说 ， 近 代数 
学 之 所 以 能 够 发 展 到 今天 ， 主 要 是 靠 中 国 的 数学 ， 而 非 希腊 的 
数学 ， 决 定数 学 历史 发 展 进程 的 主要 是 中 国 的 数学 而 非 希 腊 的 
数学 。 

以 上 抛砖引玉 ， 论 证 粗 琉 不 全 之 处 ,希望 进一步 补充 阐发 。 
论证 偏激 不 当 之 处 ， 则 希望 引起 争鸣 。 
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我 国 古 代 测 望 之 学 重 差 理 论 评介 
兼 评 数 学 史 研 究 中 某 些 方法 问题 


一 、 引 言 


《中 国 古 代数 学 对 世界 文化 的 伟大 贡献 》 一 文 曾经 指出 ， 

“代数 学 无 可 争辩 地 是 中 国 的 创造 ，…… ， 甚 至 可 以 说 在 
16 世纪 以 前 ， 除 了 阿拉 伯 某 些 著作 之 外 , 代数 学 基本 上 是 中 国 
一 手包 办 了 的 ”。 

“中 国 的 劳动 人 民 …… 实 质 上 达到 了 整个 实数 系统 的 完成 。 
特别 是 自古 就 有 了 完美 的 10 进位 值 制 的 记 数 法 。……。 这 一 创 
造 对 世界 文化 贡献 之 大 ， 如 果 不 能 与 火 的 发 明 相 比 ， 也 是 可 以 
与 火药 、 指 南 针 、 印 刷 术 一 类 发 明 相 媲美 的 ”。 

不 仅 在 数学 系统 的 完成 上 或 是 在 代数 学 的 创立 上 ， 就 是 在 
几何 学 上 ， 我 国 古代 也 有 着 极其 辉煌 的 成 就 。 我 国 古 代 的 几何 
学 ， 立 足 于 广大 劳动 人 民 的 丰富 实践 经 验 ， 从 天 文 观察 与 工农 
业 建 设 中 发 现 问题 ， 提 出 问题 ， 抓 住 了 几何 学 的 核心 与 实质 ， 
建立 了 具有 我 国 特色 的 几何 学 体系 。 既 有 丰硕 的 成 果 ， 又 有 系 
统 的 理论 ， 其 内 容 有 许多 是 微 积 分 得 以 创立 的 关键 所 在 ， 是 希 
腊 的 几何 学 所 未 能 做 到 的 。 但 是 大 多 数 西 方 数 学 史家 对 几何 学 
一 向 标榜 欧 几 里 得 体系 ,推崇 备 至 ， 而 对 中 国 古 代 的 几何 学 则 
以 为 不 足 道 ， 甚 至 认为 一 无 所 有 。 对 此 ， 我 们 有 着 截然 不 同 的 
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看 法 。 我 国 的 数学 工作 者 们 ， 也 应 该 认真 调查 、 弄 清 事实 以 明 
辩 是 非 ， 而 不 能 把 西方 言论 视 为 当然 。 

恩格斯 曾经 说 过 

“和 其 它 科学 一 样 ， 数 学 是 从 人 的 需要 中 产生 的 ;是 从 丈量 
土地 和 测量 容积 ， 从 计算 时 间 和 制造 器 下 产生 的 。? 

我 国 古代 人 民 ， 正 如 其 他 各 地 的 许多 古代 民族 一 样 ， 观 天 
测 地 ， 从 事 土地 的 丈量 、 容 积 的 测量 、 时 间 的 计算 等 等 生产 活 
动 。 在 此 基础 上 创造 了 我 国 固有 的 古代 几何 学 。 从 远古 时 期 起 ， 
即 有 了 一 般 形 式 的 色 股 定理 ， 并 应 用 之 于 测 日 之 高 远大 小 ， 具 
见 《 周 牌 算 经 》 一 书 。 秦 汉 时 期 又 发 展 了 勾 股 理论 并 导致 二 次 
方程 ， 成 为 我 国 一 千 多 年 代数 学 莲 勃 发 展 的 主要 源泉 之 一 。 到 
魏 晋 时 期 ,《 周 佣 算 经 》 以 之 观 天 者 ， 刘 徽 以 之 测 地 ,建立 了 测 
高 望 远 的 重 差 理论 。 另 一 面 ， 土 地 的 丈量 与 容积 的 测量 产生 了 
面积 与 体积 理论 ， 并 提炼 出 出 入 相 补 这 一 一 般 原理 ， 到 五 世纪 
南北 朝 时 期 又 提出 了 祖师 原理 。 这些 一 般 原理 的 建立 ， 说 明了 
我 国 古代 人 民 不 仅 能 紧密 联系 实际 ， 善 于 分 析 问 题 解决 问题 ， 
而 且 有 着 高 度 的 抽象 与 概括 能 力 。 不 仅 脱离 实际 把 量度 排斥 于 
几何 学 之 外 的 欧 几 里 得 所 无 法 比拟 ， 甚 至 也 是 虽 重 视 实际 但 偏 
重 技术 缺少 概括 的 阿 基 米 德 与 海伦 所 不 及 。 这 些 原理 ,不 仅 使 
欧洲 直至 19 世纪 未 才 午 清楚 的 体积 问题 早 在 祖 量 时 代 即 已 具 
备 了 完满 的 基础 ， 且 为 后 世 微 积分 的 建立 创造 了 条 件 ,而且 ,与 
希腊 欧 几 里 得 几何 的 形 数 割裂 者 恰恰 相反 ， 我 国 在 数学 发 展 过 
程 中 自始至终 是 把 空间 形式 与 数量 关系 溶 合 在 一 起 的 ， 因 而 数 
系统 的 建立 与 至 于 完备 ， 以 及 代数 学 的 发 生发 展 ， 也 始终 与 几 
何 学 的 发 展 贯 串 在 一 起 。 到 宋 元 之 世 天 元 一 一 也 即 未 知 数 概念 
的 明确 引入 ， 代 数 式 与 其 代数 运算 的 阐明 ， 以 及 几何 代数 化 方 


13 


法 的 逐渐 成 熟 ， 更 为 解析 几何 的 创立 开辟 了 道路 。 诚 如 上 篇 文 
中 所 说 

“…'… 到 宋 元 之 世 ， 已 经 具备 了 西欧 17 世纪 发 明 微 积分 前 
夕 的 许多 条 件 。 不 妨 说 我 们 已 经 接近 了 微 积分 的 大 门 ”。 

由 于 我 国 数学 上 成 就 之 极端 重要 与 丰富 多 采 ， 即 使 只 局 限 
于 几何 学 范围 ， 也 决 非 少 数 几 篇 文章 就 能 阐明 。 本 文 将 只 就 几 
何 学 成 就 的 一 个 角落 一 一 重 差 理 论 作 一 分 析 介绍 。 抛 砖 引 玉 ， 
希望 其 他 同志 能 从 各 个 不 同方 面 与 角度 进一步 深入 并 发 。 


二 、 重 差 理 论 历史 


由 于 中 国 古 代 经 典 著作 中 史料 不 为 一 般 读者 所 知 ， 流 传 不 
广 又 不 易 找到 ， 故 把 有 关 重 差 理 论 的 片段 罗列 于 下 ， 作 为 全 文 
讨论 的 依据 。 

重 差 理论 来 源 于 量 日 之 高 远 ， 而 量 日 高 远 法 主要 见于 公元 
前 50 至 100 年 间 成 书 的 《 周 佣 算 经 》, 有 关 段 落 (《 淮 南 子 》( 公 元 
前 120 年 左右 ) 与 《 周 礼 。 地 官 》 也 有 类 似 的 记述 ) 如 下 ， 

“局 伯 长 八 尺 ， 夏 至 之 日 凡 一 尺 六 寸 。 人 者 ， 股 也 ， 正 蜂 
者 ， 句 也 。 正 南 千里 ， 句 一 尺 五 寸 ， 正 北 千 里 ， 句 一 尺 七 寸 。 
ay 候 句 六 尺 。…… 故 以 句 为首， 以 藤 为 股 ， 从 佣 至 日 下 六 万 
里 而 佣 无 景 。 从 此 以 上 至 日 ， 则 八 万 里 。 若 求 那 至 日 者 ， 以 月 
下 为 句 ， 日 高 为 股 。 句 、 股 各 自 乘 ， 并 而 开 方 除 之 ,得 那 至 日 。 
从 佣 所 卖 至 日 所 十 万 里 。? 

除 文字 记载 外 ， 至 今 河南 登 封 县 告 成 镇 即 古 阳 城 ， 还 有 周 
代 观 景 台 的 遗址 [ 丙 3 ]。 

三 国 吴 人 赵 爽 为 《 周 佣 算 经 》 作 注 ， 作 有 《日 高 图 》 与 4 日 
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高 图 说 》。《 日 高 图 说 》 全 文 如 下 : 
“ 黄 甲 与 黄 乙 其 实 正 等 。 以 表 高 乘 两 表 相 去 为 黄 甲 之 
实 。 以 影 差 为 黄 乙 之 广 而 一 ， 所 得 则 变 为 黄 乙 之 将， 上 与 
日 齐 。 按 图 当 加 表 高 。 今 言 八 万 里 者 ， 从 表 以 上 复 加 之 。 
青 丙 与 青 已 其 实 亦 等 。 黄 甲 与 青 丙 相连 ， 黄 乙 与 青 已 相 
连 ， 其 实 亦 等 。” 
赵 爽 日 高 图 的 原 图 早已 遗失 。 现 传 各 本 中 原 图 俱 误 ， 如 图 
1。 钱 宝 琼 依据 该 图 与 赵 爽 注 文 重 绘 如 图 2 。 
公元 三 世纪 魏 刘 微 作 《 九 章 算术 注 》。 序 中 说 ，: 
“……'《 周 官 ? 大 司徒 职 ， 夏 至 日 中 立 八 尺 之 玫 ， 其 景 尺 有 
五 寸 ， 谓 之 地 中 。 说 云 ， 南 戴 日 下 万 五 千里 。 夫 云 尔 者 ， 以 术 
推 之 。 按 《 九 章 算术 》 立 四 表 望 远 及 因 木 望 山 之 术 ， 皆 端 旁 互 
见 ， 无 有 超 洲 车 斯 之 类 。 然 则 苍 等 为 术 犹 未 足以 博 群 数 也 。 微 
寻 九 数 有 重 差 之 名 ， 原 其 指 趣 乃 所 以 施 于 此 也 。 凡 望 极 高 、 测 
绝 深 而 兼 知 其 远 者 必用 重 差 。 句 股 则 必 以 重 差 为 率 ， 故 日 重 差 
也 。 立 两 表 于 洛阳 之 城 ， 令 高 八 尺 。 南 北 各 尽 平地 ， 同 日 度 其 
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图 2 


正中 之 景 。 以 景 差 为 法 ， 表 高 乘 表 间 为 实 ， 实 如 法 而 一 ， 所 得 
加 表 高 ， 即 日 去 地 也 。 以 南 表 之 景 乘 表 间 为 实 ， 实 如 法 而 一 ， 
即 为 从 南 表 至 南 戴 日 下 也 。 以 南 戴 日 下 及 日 去 地 为 句 股 。 为 之 
求 弦 ， 即 日 去 人 也 。…… 虽 天 圆 穹 之 象 犹 日 可 度 ， 又 况 泰 山 之 
高 与 江海 之 广 哉 。 微 以 为 今 之 史籍 且 略 举 天 地 之 物 , 考 论 破 数 ， 
载 之 于 志 ， 以 前 世 术 之 美 。 辑 造 重 差 ， 并 为 注解 ， 以 究 古 人 之 
意 ， 级 于 句 股 之 下 。 度 高 者 重 表 ， 测 深 者 累 矩 ， 孤 离 者 三 望 ， 
离 而 又 旁 求 者 四 望 。 触 类 而 长 之 ， 则 虽 幽 遐 诡 伏 ， 靡 所 不 入 。 
博物 君子 ， 详 而 览 巴 。 

这 一 序 中 概括 了 日 高 理论 中 的 三 个 基本 公式 〈《 周 藤 算 经 》 
与 刘 微 《 九 章 算术 注 》 中 求 日 径 的 部 分 都 已 略 去 ): 
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日 去 地 = 雪 羡 % 放 间 + 表 高 ， 
_ 南 表 景 x 表 间 
南 戴 日 下 = 惠 才 其 > 


日 去 人 = \W( 南 藏 再 下 )”+ (有 百 去 地 7 

刘 微 把 这 一 量 日 高 的 理论 施 之 于 量 “ 泰 山 之 高 与 江海 之 
广 ”，“ 轰 造 重 差 ， 并 为 注解 ， 以 究 十 人 之 意 ， 级 于 句 股 之 下 ”。 
原来 这 一 重 差 理论 是 作为 《 九 章 算术 注 》 十 卷 中 的 第 十 卷 附 于 
勾 股 章 之 后 的 。 唐 代 把 第 十 卷 重 差 和 九 章 分 离 而 另 本 单行 ， 改 
称 《 海 岛 算 经 》。 原 作 有 注 有 图 。 但 此 后 注 图 都 已 失传 ,现存 《 海 
岛 算 经 》 只 剩 九 题 ， 其 中 第 一 题 望 海岛 照 录 如 下 : 

“ 今 有 望海 岛 。 立 两 表 齐 高 一 丈 ， 前 后 相去 千 步 。 令 后 表 与 
前 表 参 相 直 。 从 前 表 却 行 一 百 二 十 三 步 ， 人 有 目 著 地 取 望 岛 峰 ， 
与 表 末 参合 。 从 后 表 却 行 一 百 二 十 七 步 ， 人 目 著 地 取 望 岛 峰 ， 
亦 与 表 末 参 合 。 问 岛 高 及 去 表 各 几何 。 

术 日 ， 以 表 高 乘 表 间 为 实 。 相 多 为 法 ， 除 之 。 所 得 加 表 高 ， 
即 得 岛 高 。 

求 前 表 去 岛 远 近 者 ， 以 前 表 却 行 乘 表 间 为 实 , 相 多 为 法 , 除 
之 ， 得 岛 去 表 里 数 。” 

按 我 国 古 算 书 中 的 “ 术 ” 可 泛 指 方法 、 定 理 、 公 式 或 理论 。 
这 里 的 “ 术 ” 所 涉及 的 理论 可 概括 为 下 面 两 个 基本 公式 ， 


二 帮 高 x 表 间 
岛 高 = 相 多 + 表 高 ， 


二 前 表 却 行 x 表 间 
前 表 去 岛 = 相 多 


这 两 公式 也 即 前 面 关于 日 高 的 基本 公式 ， 也 可 与 《 周 散 算 经 》 
以 及 赵 爽 《日 高 图 说 》 相 对 照 。 
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《海岛 算 经 >》 其余 八 题 依 次 是 : 

2. 望 松 3. 望 色 4。 望 谷 5。 望 楼 6。 望 波 口 7。 
望 清 渊 8。 望 津 9。 临 久 。 诸 题 不 论 是 重 表 、 累 矩 , 三 望 、 四 
望 ,都 是 从 不 同 测 点 获得 不 同 的 测 望 数据 ， 相 互 较 核 ， 取 其 差 
值 为 法 而 给 出 明显 公式 。 所 依据 重 测 取 差 的 方法 原则 各 题 是 一 
致 的 ， 与 重 差 之 名 正 相符 合 。 为 此 ， 我 们 将 把 这 一 测 望 理论 称 
为 重 差 理论 ， 所 得 诸 公式 统称 为 重 差 公式 。 在 各 个 特殊 情形 则 
将 称 为 日 高 公式 、 海 岛 公式 、 松 高 公式 等 等 。 


三 、 后 代 关 于 海岛 公式 的 证 明 


刘 微 的 《海岛 算 经 》 原 来 有 注 有 图 。“ 析 理 以 辞 ， 解 体 用 
图 "， 所 谓 注 即 相当 于 现代 的 分 析 与 证 明 。 可 异 注 图 都 已 遗失 。 
后 世 以 迄 近 代 有 不 少 中 外 人 士 曾 补 作证 明 。 现 择 其 重要 者 依 历 
史 先 后 次 序 介绍 于 下 ， 再 于 下 节 讨 论 其 正 误 得 失 。 

现存 最 早 讨论 《海岛 算 经 》 诸 题 的 证 明 者 见于 宋 杨 辉 的 《 续 
古 摘 奇 算法 》( 公 元 1275 年 )。 杨 于 书 末 有 海岛 题解 云 : 

“ 魏 刘 微 注 九 章 ， 立 重 差 ， 著 于 句 股 之 下 ， 以 阐 世 术 。 夫 度 
高 测 深 ， 句 股 之 法 则 ， 无 自 而 可 知 。 故 重 表 、 累 矩 、 三 望 、 四 
望 ， 旁 求 审 察 。 是 以 松山 高 下 ， 方 邑 大 小 ， 其 重 表 也 。 岸 望 谷 
深 ， 山 望 津 广 ， 其 累 矩 也 。 登 望 松 高 ， 遥 望 波 口 ， 非 三 望 之 术 
乎 。 清 渊 白 石 ， 登 山 临 驴 ， 非 四 望 之 术 乎 。 海 岛 去 表 为 之 ， 篇 
首 因 以 名 之 ， 实 九 章句 股 之 遗 法 也 。” 

“迄今 千 余 载 间 ， 唐 李 淳 风 而 续 算 草 ， 未 闻 解 白 作法 之 由 
者 。 辉 尝 置 海岛 小 图 于 座 右 ， 万 见 先贤 作法 之 万 一 若 欲 尽 传 ， 
岂 不 轻易 秘 骨 。 或 不 传 流 , 亦 无 以 伸 前 贤 之 美 。 本 经 题目 广远 ， 
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难于 引证 ， 学 者 非 之 , 今 将 孙子 度 影 量 竿 题 问 ， 引 用 详解 ， 以 
验 小 图 。 寻 以 一 问 ， 其 余 好 学 君子 自 能 触 类 而 考 ， 何 必 轻 传 。” 

杨辉 的 另 一 现存 著作 《乘除 通 变 本 末 》 上 卷 (1274 年 ) 中 
也 说 ， 

“海岛 题 法 ， 隐 奥 莫 得 其 秘 。 李 淳 风 虽 注 只 云 下 法 ， 亦 不 
曾 说 其 源 。《 议 古 根源 》(12 世纪 刘 益 著 ， 现 已 失传 ) 原 无 细 草 ， 
但 依 术 演算 ， 亦 不 知 其 骨 。” 

观 此 ， 杨 辉 认 为 没有 必要 给 出 《海岛 算 经 》 九 问 的 全 部 证 
明 ， 而 着 重 在 望海 岛 第 一 题 的 详细 分 析 : “ 姑 以 一 问 ?,* 解 白 作 
法 之 虽 ”， 而 “说 其 源 "”， 以 “ 见 先贤 作法 之 万 一 "。 其 余 则 留 
待 “ 好 学 君子 ”“ 触 类 而 考 ”。 从 “ 尝 置 海岛 小 图 于 座 右 ” 与 “以 
验 小 图 ”等 语 ， 可 能 杨辉 所 见 即 系 刘 徽 原来 的 “海岛 小 图 ”, 至 
于 现存 杨辉 的 原 图 则 大 体 如 图 3 。 杨 的 分 析 是 把 图 三 分 解 成 两 
个 小 图 即 图 4 、5， 每 图 相当 于 一 个 较 简单 的 孙子 度 影 量 竿 问 
题 。 杨 并 指出 证 明 的 依据 可 归结 为 下 述 原理 , 即 杨 所 说 的 “ 源 ?， 

“ 凡 股 中 容 横 ， 句 中 容 直 ， 二 积 缘 同 。” 换 言 之 ， 即 图 4 .5 
中 的 

面积 甲 = 面积 乙 。 

明 末 《16、17 世纪 之 交 ) 西方 殖民 国家 的 先 址 部 队 耶 稣 教 
会 教士 为 便于 传教 以 奴役 中 国人 民 ， 借 宣扬 数学 历法 等 科学 文 
化 之 名 而 进入 明 室 宫 庭 。 由 于 明 季 八股 取 士 ， 理 学 统治 了 学 术 
界 的 思想 ， 科 学 技术 的 发 展 受 到 摧残 ， 当 时 中 国 古代 的 传统 数 
学 几 已 失传 。 士 大 夫 如 徐光启 等 为 传 入 的 西方 天 文 历 算 所 惑 ， 
与 来 华 教士 利 玛 塞 等 争 相 结 纳 ， 除 翻译 《几何 原本 》 外 ， 又 译 
《测量 法 义 >(1607-8) 一 书 。《 测 量 法 义 》 共 15 题 ， 书 前 题 有 利 
玛 赛 口授 ， 徐 光 启 笔 受 。 该 书 主要 介绍 欧洲 的 测量 方法 ， 而 其 
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( 甲 ) 


| 
图 4 图 5 


中 第 10 题 以 表 测 高 的 后 面部 分 所 谓 “ 欲 测 甲乙 之 高 ,…… 若 成 
不 欲 至 乙 或 不 能 ， 则 用 两 表 较 算 ……，” 其 内 容 即 与 《海岛 算 
经 》 第 一 题 无 异 〈 图 6 )。 

在 《测量 法 义 》 之 后 ， 徐 光 启 又 著 《 测 量 异 同 》。 序 言 中 
说 ， 

“ 九 章 算法 句 股 篇 中 故 有 用 玫 用 和 矩 尺 测 量 数 条 。 与 今 译 《 测 
量 法 义 》 相 较 ， 其 法 略 同 ， 其 义 全 痪 ， 学 者 不 能 识 其 所 由 。 既 
上 新 论 ， 以 考 旧 义 ， 如 指 掌 矣 。 今 悉 存 诸 法 ， 对 题 肪 列 ， 惟 求 
同 异 ， 以 冯 讨 论 。 其 但 篇 所 有 ， 今 译 所 无 者 ， 仍 补 论 一 则 ， 共 
为 测量 异同 六 首 如 左 。 
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帘 症 





《测量 异同 》 中 所 列 六 首 中 第 4 首 以 重 表 兼 测 无 远 之 高 、 无 
高 之 远 以 及 第 6 首 以 重 矩 兼 测 无 广 之 深 、 无 深 之 广 ， 即 《测量 
法 义 》 中 的 第 10 题 后 面部 分 也 即 《 海 岛 算 经 》 的 第 一 题 。 

不 论 是 利 玛 赛 口授 的 《测量 法 义 》 或 是 徐光启 补 作 的 《 测 
量 异 同 》， 在 证 以 表 测 高 题 即 海岛 公式 时 ,都 用 相似 三 角形 与 比 
例 ， 并 引述 《几何 原本 》 中 的 命题 。《 测 量 法 义 》 中 的 证 明 依 自 
友 向 前 抑 退 后 至 子 而 分 成 两 种 情形 ， 又 比较 两 影 的 长 短 ， 令 述 
频 为 繁琐 。《 测 量 异 局 》 证 明 与 此 类 似 。 现 将 《测量 法 义 》 中 证 
明 的 主要 部 分 介绍 如 下 ， 见 附 图 6 友 向 前 至 子 的 情形 ， 其 中 两 
丁 与 生性 为 表 ， 已 、 丑 为 人 目 ， 


由 相似 三 角形 得 己 辛 : 辛 丁 = 已 庚 : 庚 甲 ， 
交换 比例 项 得 己 辛 :已 庚 = 辛 丁 : 庚 甲 ， 
同样 丑 寅 : 丑 吐 = 实 突 : 庚 甲 ， 


因 辛 丁 = 寅 癸 ， 故 丑 寅 : 丑 庚 = 辛 丁 : 庚 甲 ， 
在 己 康 上 取 点 卵 使 己 卯 = 丑 寅 ， 
则 得 己 辛 : 己 庚 = 己 卯 : 丑 庚 ， 
由 比例 定理 ， 得 己 辛 : 己 庚 = 卯 辛 :已 丑 ， 
与 前 第 二 等 式 比较 得 。 卯 辛 :已 丑 = 辛 丁 : 庚 甲 ， 
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交换 比例 项 得 儿 淀 : 辛 丁 = 已 丑 : 甲 庚 ， 


或 卯 辛 : 辛 丁 = 子 成 : 甲 庚 ， 
即 两 测 较 : 表 目 较 = 距 较 : 甲 庚 ， 
由 此 得 甲 庚 之 高 。 


加 目 至 足 之 数 ， 即 得 甲乙 之 高 。 

在 清 初 数学 这 一 阵地 实质 上 已 为 西 算 所 完全 占领 ， 我 国 古 
代 传 统 数学 几 成 绝学 。 直 至 乾隆 三 十 八 年 〈 公 元 1773 年 ) 开 始 
编辑 《四 库 全 书 》， 古 典 数 书 陆续 发 现 , 引 起 了 研究 古典 数学 的 
高 湖 。 十 九 世 纪 初 李江 作 《 九 章 算术 细 草 图 说 》 与 《海岛 算 经 
细 草 图 说 》， 为 《 九 章 算术 》 注 驮 作 图 并 补 出 证 明 。 李 的 《 重 差 
图 序 》 说 ， 

“图 九 。 望 海岛 昌 有 图 解 ， 余 八 图 今 所 补 也 。 同 式 形 两 两 
相 比 ， 所 作 四 率 ， 二 、 三 率 相 乘 与 一 、 四 率 相 乘 同 积 。 如 欲 作 
图 明之 ， 第 取 一 、 三 率 联 为 一 边 ， 又 取 二 、 四 率 联 为 一 边 。 作 
相 乘 长 方 图 之 ， 自 然 分 为 四 宕 又 以 斜 纺 界 为 同 式 句 股 形 各 二 ， 
则 形势 验 侨 。 旧 图 于 形 外 别 作 同 积 二 方 ， 至 两 形 相 去 辽 远 者 ， 
又 必 宛 转 通 之 ， 皆 可 不 必 也 。 图 中 以 四 边 形 五 边 形 立 说 ， 似 与 
句 股 不 类 。 sis 于 

从 李 潢 序 可 见 李 也 曾 见 过 “望海 岛 旧 图 ”可惜 现存 李 潢 著 
作 中 “ 旧 图 ”已 无 ， 而 代 之 以 李 所 补 作 之 图 。 现 将 李 所 作 海岛 
题 的 图 (图 7 ) 与 证 明 大 意 概 述 如 下 

”在 图 7 中 甲乙 为 海岛 ， 丙 丁 与 己 庚 为 前 后 两 表 ， 戊 与 辛 为 
着 地 人 目 。 作 己 壬 与 丙 戊 平行 ， 则 因 人 入 己 庚 辛 泛 人 甲 展 己 , 与 
人 已 庚 壬 这 人 甲 撒 两， 得 辛 壬 :已 庚 = 已 两 : 甲 展 。 故 


甲 展 = 量 估 兰 庶 于， 即 得 乌 高 公式 。 
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若 与 利 玛 罕 、 徐 光 启 的 证 明 比较 ， 可 见 李 多 添 了 一 条 平行 
线 ， 至 于 其 他 诸 题 的 证 法 也 类 似 ， 但 添 线 更 多 ， 推 理 更 繁 。 

近 几 十 年 对 《 海 岛 算 经 》 诸 题 的 证 明 则 往往 应 用 代数 。 
例如 三 上 义 夫 在 《中 日 数学 史 》 一 书 介 绍 《 海 岛 算 经 》 时 说 
(图 8 ): 


海岛 术 文 相当 于 公式 
ab 


出 高 ed 





三 上 自 言 不 知 刘 徽 用 什么 方法 获得 这 两 公式 ， 但 认为 可 能 自 下 
两 比例 式 或 与 之 相当 的 等 式 导出 : 
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人 2 
y+c c’ y+b+d 
并 认为 “ 重 差 ”一 词 意 指 比例 的 重复 应 用 ， 而 比例 方法 在 《 九 
章 算术 》 勾 股 章 中 多 次 出 现 ， 以 为 上 说 佐证 。 三 上 还 因此 说 : 
“ 刘 微 对 这 些 复杂 问题 的 研究 ,说 明 他 对 代数 处 理 的 某 些 方 
面 颇 为 娴熟 。 如 果 对 《 九 章 算术 》 中 某 些 章节 的 内 容 细 加 推 殴 ， 
我 们 就 不 能 不 把 代数 学 的 诞生 ， 归 功 于 中 国 在 它 历 史上 早期 的 
数学 家 们 。 这 个 时 期 比 秦 九 韶 与 李 冶 出 现 的 十 三 世纪 要 早 得 多 ， 
而 一 般 〈 按 应 指 西方 数学 史家 ) 相信 秦 李 之 时 才 是 中 国 代数 学 
诞生 的 时 代 。 正 因为 如 此 ， 所 以 我 们 特别 强调 刘 微 关于 这 些 复 
杂 问 题 的 考虑 ， 它 们 出 现 于 公元 三 世纪 时 ， 在 天 元 术 代数 学 曙 
光 初 露 之 前 整整 有 一 千年 。 
近代 如 李 俘 、 钱 宝 琼 等 对 《海岛 算 经 》 诸 题 都 有 注释 与 证 
明 [ 乙 1-7]。 但 他 们 的 证 明基 本 上 沿 效 利 玛 窦 、 徐 光 启 与 李 满 
之 法 ， 添 作 平 行 线 (与 ) 用 相似 三 角形 ， 或 如 三 上 义 夫 那样 应 用 
代数 符号 列 出 方程 并 进行 代数 运算 以 求解 。 有 人 还 甚至 应 用 了 
三 角 函 数 来 证 明 。 国 外 一 些 学 者 如 李 约 瑟 等 也 大 都 用 类 似 方 法 。 
但 有 别 于 此 ， 特 别 应 该 提 到 的 是 李 促 在 k 重 差 术 源流 及 其 新 注 》 
[ 丙 1 ] 一 文中 关于 杨辉 海岛 公式 分 析 的 一 个 介绍 。 现 将 李 全 此 


a 
a’ 
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图 10 


说 全 文 照 录 如 下 (图 9，10) 

“其 法 于 ABE 直角 三 角形 (参阅 图 9 一 一 编者 ), 知 A2 = 
勾 ,B= 股 ,4E= 弦 ! CD= 余 勾 ,DE= 余 股 ,而 AE 弦 之 内 外 。 
分 二 勾 股 ! 其 一 ， 勾 中 容 横 ， 如 CF 长 方形 ， 其 一 , 股 中 容 直 ， 
如 BC 长 方形 ， 二 积 之 数 皆 同 ， 即 口 BC = 口 CF。 故 

AG= Bp 

于 海岛 第 一 题 (参阅 图 10 一 一 编者 )， 因 口 BC= 口 CF, 而 
DE = 小 余 股 ， 又 因 口 BJ= 口 JH, 而 KL = 大 余 股 ,， 故 口 BJ 一 
BC=DOIH- OCF, ODJ=OIH-OCF, 即 CDxDK= 
(KL-DE)x AG; cixd= (a-b)xAG,B AG=c,xd/(a— 


b), 而 x = Ce +cl 侨 。 
明 利 玛 赛 、 徐 光 启 译 《 几 何 原本 》 其 第 一 卷 第 43 题 称 “ 凡 
方形 对 角 线 旁 两 余 方形 自 相等 "。 辉 所 取 者 ， 盖 此 义 也 ?”。 








四 、 对 这 些 论证 的 评论 


上 上 节 所 列举 各 家 的 论证 ， 我 们 认为 除 杨辉 的 论证 以 及 李 伍 
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对 杨辉 的 论证 所 作 解 释 以 外 ， 其 他 则 不 仅 与 中 国 古 代 儿 何 学 的 
真意 不 符 ， 说 得 严厉 一 些 ， 可 以 说 所 举证 明 都 是 “错误 ”的 。 

上 列 各 家 证 明 除 杨 、 李 的 论证 外 可 分 两 大 类 。 其 一 是 添 一 
些 平行 线 或 《与 )》 利 用 相似 对 应 边 成 比例 等 定理 。 其 二 是 把 所 
求 高 远 作为 未 知 数 用 x，> 等 表示 ， 依 相似 三 角形 列 出 代数 方 
程 而 求解 。 

先 就 第 一 类 证 明 来 说 。 平 行 线 与 相似 形 理论 都 是 欧 几 里 得 
几何 学 中 的 重要 构成 部 分 。 这 些 原始 直观 的 概念 自然 会 以 某 种 
形式 出 现 于 我 国 古代 几何 学 中 ， 事 实 上 也 确 是 如 此 ， 但 显然 从 
未 占据 象 在 欧 几 里 得 系统 中 那样 特殊 的 地 位 。 就 作者 的 调查 ， 
在 我 国 经 典 算术 中 只 发 现 宋 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》(1247 年 ) 中 第 
六 卷 田 域 类 漂 田 堆积 题 的 附 图 中 添 有 一 条 平行 线 。 但 这 在 我 国 
古代 文献 中 似 是 一 个 例外 。 且 术 文 无 法 理解 ， 不 能 用 一 般 相似 
三 角形 边 成 比例 的 定理 来 解释 。LibbrechtCA 6 ] 曾 指出 后 人 
必 有 自 改 。 附 图 的 来 历 有 待 查 明 *。 不 论 如 何 ， 我 国 古代 几何 
学 自 有 其 独特 的 体系 ， 从 内 容 到 方法 都 与 欢 几 里 得 体系 异 其 旨 
趣 。 我 国 从 来 没有 象 西方 那样 在 一 条 还 是 几 条 平行 线 上 纠缠 不 
清 而 另 有 发 展 重点 ， 这 正好 说 明 我 国 几 何 学 的 特点 与 其 高 超 之 
处 。 

就 在 同一 书 《 数 书 九 章 》 中 ， 第 七 、 八 两 卷 测 望 九 问 大 都 
与 《海岛 算 经 》 诸 题 类 似 ， 其 中 望 山高 远 一 题 更 与 望海 岛 题 类 
同 ， 而 附 图 残缺 。 宋 景 昌 在 读 《 数 书 九 章 》 后 所 作 《 札 记 》 中 


闪 补 记 现 查 知 , 据 宋 景 昌 《 数 书 九 章 札记 》, 现 存 图 为 后 人 改作 , 已 非 《 水 乐 大 
和 典 ? 中 原 图 。 平 行 线 系 沈 钦 裴 所 语 入 。《 札 记 》 引 沈 氏 之 言 日 : “更 增 一 虚线 ， 
与 …… 平 行 ， 则 比例 之 理 显 笑 "。 这 又 一 次 说 明 古 希腊 的 平行 线 理 论 与 我 国 
古代 几何 无 缘 。 那 种 随便 依据 欧 几 里 得 几何 来 解释 我 国 古 代 几 何 的 做 法 都 
是 极为 错误 的 。 
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依据 明 《 永 乐 大 典 》 将 该 图 补 入 。 图 中 并 无 平行 线 ( 图 11)。 利 
玛 窦 与 徐光启 在 《测量 法 义 》 与 《测量 异同 》 的 证 明 中 也 无 平 
行 线 之 设 。 直 到 李江 证 中 才 出 现 一 条 平行 线 。 可 以 想见 平行 线 
的 添 入 是 直到 欧 几 里 得 几何 在 我 国 知识 分 子 中 已 牢 牢 扎 根 的 清 
代 才 想到 使 用 的 。 这 说 明 钱 宝 琼 在 重 绘 日 高 图 时 所 添 的 一 条 平 
行 线 (图 2 中 右 下 方 ) 远 远 脱离 了 我 国 古代 的 实际 情况 。 它 的 
添 入 是 毫 无 根据 的 。 





至 于 相似 形 理论 ， 则 相似 勾 股 形 对 应 勾 股 成 比例 的 命题 在 
我 国有 着 悠久 的 历史 。 不 仅 刘 微 《 九 章 注 》 勾 股 章 自 第 14 题 
以 下 至 最 后 第 24 题 的 证 明 中 每 题 都 曾 用 到 这 一 命题 ， 早 在 《 周 
藤 算 经 》 中 即 已 是 求 日 径 方法 的 依据 。 但 在 古籍 中 并 未 见 到 有 
一 般 相 似 三 角形 的 论述 。 应 用 一 般 的 相似 三 角形 来 证 明 《 海 岛 
算 经 》 诸 公式 也 是 缺乏 根据 的 。 

因 之 第 一 类 的 证 明 可 以 认为 是 利 玛 塞 等 传 入 西 算 以 后 我 国 
自 徐光启 以 下 应 用 西方 欧 几 里 得 几何 所 作 ， 而 与 中 国 的 古代 几 
何 学 并 不 相干 。 这 些 证 明 往 往 要 添 许多 平行 线 ， 推 理 过 程 也 颇 
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繁复 而 不 自然 。 例 如 钱 宝 琼 就 曾 评论 过 李江 的 证 明 : “图 中 添 线 
过 多 ， 恺 不 能 符合 刘 徽 造 术 原意 。” 李江 在 《 重 差 图 序 》 中 自己 
也 说 : “图 中 以 四 边 形 五 边 形 立 说 ， 似 与 匀 股 不 类 。? 事 实 上 , 欧 
几 里 得 几何 学 演绎 体系 的 一 个 根本 弱点 ， 是 它 难以 据 此 以 获得 
新 事实 。 如 果 事 先 没有 其 他 方法 得 到 正确 结论 ， 即 使 要 证 也 无 
从 证 起 。 以 《海岛 算 经 》 诸 题 公 式 之 复杂 以 及 测量 方式 之 奥 
妙 ， 如 果 没 有 一 个 深思 的 思想 作为 指导 ， 是 很 难得 出 这 些 公式 
来 的 。 而 这 正 是 欧 几 里 得 体系 所 无 能 为 力 的 。 

第 二 类 代数 方法 的 证 明 则 更 一 无 是 处 。 代 数学 是 我 国 独特 
的 创造 之 一 ， 自 《 九 章 算 术 》 以 至 宋 元 发 展 线索 极为 分 明 。 但 
未 知 数 作为 一 个 独立 而 明确 的 概念 出 现 , 则 是 在 宋 金 时 代 十 二 、 
三 世纪 时 ， 即 所 谓 天 元 一 。 从 一 个 未 知 数 到 几 个 未 知 数 、 列 出 
方程 以 及 各 种 代数 式 的 运算 规律 则 一 直到 元 代 始 集 其 大 成 。 毛 
主席 曾 指出 ， 从 认识 的 感性 阶段 上 升 到 理性 阶段 以 及 新 概念 的 
产生 ,都 是 一 种 认识 上 的 飞跃 。 从 《 九 章 算术 》 的 线性 联 立 方程 以 
及 某 些 二 次 方程 的 锥 型 到 天 元 一 以 至 近代 的 代数 符号 系统 与 运 
算 体 系 要 经 历 过 多 次 这 种 认识 上 的 飞跃 。 每 一 次 飞跃 都 要 在 大 
量 实践 活 动 的 基础 上 经 过 相当 长 的 时 间 往往 几 十 百年 之 久 才能 
出 现 。 用 现在 通行 的 代数 学 对 古代 的 数学 作 一 些 单纯 的 注释 以 
方便 现代 读者 自然 是 无 可 厚 非 也 是 既 值得 做 又 应 该 做 的 工作 。 
但 若 据 以 推理 ， 以 现代 数学 来 代替 一 千 多 年 以 前 的 数学 ， 则 是 
绝对 不 能 允许 的 。 

即 如 以 三 上 义 夫 对 《海岛 算 经 》 的 解释 来 说 ， 三 上 所 举 ， 


x a x a 
Re 


?+c c y+b+d d 


两 个 比例 式 ， 应 用 了 相似 勾 股 形 的 比例 关系 。 后 者 屡 见 于 《 九 
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章 算术 》 勾 股 章 的 刘 徽 注 中 ， 这 里 x，?，o， 5 等 可 作为 “ 山 
高 ，“ 去 山 远 ”等 等 的 简写 ， 自 然 是 可 以 的 。 但 三 上 从 这 两 式 
作 一 些 代数 运算 以 导出 x，? 并 据 以 说 刘 徽 已 拥有 宋 元 时 期 的 
一 些 代 数学 知识 ， 则 是 缺少 根据 而 是 违反 时 代 的 。 三 上 针对 当 
时 许多 西方 数学 史家 往往 一 笔 抹 笋 中 国 古 代数 学 成 就 的 帝国 主 
义 作 风 ， 依 据 他 对 中 国 古 代数 学 比较 丰富 的 知 识 来 予以 驳斥 ， 
这 种 坚持 正义 的 精神 中 国人 民 应 给 以 高 度 评价 。 尽 管 如 此 ， 他 
的 论证 不 仅 不 符合 实际 情况 ， 还 应 认为 是 “错误 2 的 。 

至 于 用 三 角 函 数 来 证 明 《海岛 算 经 》 诸 题 则 更 可 不 必 讨 
论 。 

总 之 ， 那 种 用 现代 代数 方法 来 证 明 《 海 岛 算 经 》 诸 题 的 学 
试 在 方便 现代 读者 来 说 自然 有 其 积极 意义 的 一 面 。 但 此 外 则 充 
其 量 只 是 用 现代 方法 验证 了 刘 微 的 那些 公式 与 定理 都 正确 无 误 
而 已 。 这 非特 完全 不 足以 反映 当时 的 数学 情况 ， 反 而 使 古代 盗 
煌 的 成 就 因 之 而 淹没 不 彰 。 这 正 象 用 17 世纪 以 来 的 微 积分 这 
一 现代 化 武器 把 阿 基 米 德 计算 抛 物 线 弓 形 面积 的 公式 重新 证 明 
一 遍 。 这 在 现代 自然 是 轻而易举 的 事 ， 对 稍 学 过 一 些微 积分 者 
也 只 是 一 个 简单 的 练习 。 但 若 因此 而 得 出 结论 说 阿 基 米 德 的 结 
果 与 定理 没有 错 ， 则 不 但 没有 什么 意义 可 言 , 甚 至 颠倒 了 历史 ， 
反而 把 阿 基 米 德 的 重要 贡献 贬 供 了 。 


五 、 数 学 史 研究 中 的 方法 问题 


我 们 所 以 不 惜 用 大 量 篇 幅 列 举 海岛 公式 的 后 代 各 种 证 明 ， 
指出 它们 的 不 当 之 处 ， 并 且 强 调 除 个 别 如 杨辉 、 李 仙 另 当 别论 
外 ,这 些 证 明 特 别 是 滥用 代数 符号 者 都 是 “错误 ”的 ,用 是 因为 这 
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些 错误 方法 已 泛滥 于 绝 大 多 数 流行 的 数学 史 著作 之 中 ， 致 使 古 
代数 学 的 真实 情况 不 仅 淹没 不 彰 , 而 且 面 且 全 非 ,许多 巴比伦 神 
话 、 印 度 神话 以 及 丢 番 图 神话 之 所 以 产生 ,这 是 重要 原因 之 一 。 
下 面 是 一 个 典型 的 例子 。 

斯 特洛伊 克 的 《数学 简 史 》[A 14] 在 论 及 公元 前 近 二 千年 
巴比伦 的 数学 时 ， 举 出 了 一 个 记载 于 巴比伦 泥 板 的 例子 ， 

由 两 个 正方 形 并 组 成 一 个 面积 为 1000, 一 正方 形 边 为 他 正 
方形 边 的 2/3 减 10。 两 正方 形 的 边 如 何 ? 

根据 这 一 类 例子 作者 就 下 结论 说 : 

“ 汉 穆 拉 比 时 代 的 巴比伦 人 已 完全 具有 了 处 理 二 次 方程 的 
技术 。 他 们 能 解 两 个 变数 的 一 次 和 二 次 方程 ， 甚 而 至 于 包括 二 
次 和 四 次 方程 的 问题 。 

另 一 个 数学 史家 Scott 在 这 一 问题 上 他 所 著 《 数 学 史 》CA 
11)11 页 第 1 行 虽然 也 有 其 他 类 似 的 雇 论 但 态度 要 严肃 些 。 现 
把 《数学 史 》 中 有 关 的 一 段 译 述 如 下 ， 以 与 上 文 对 照 : 

“巴比伦 人 曾 被 认为 具有 解 从 两 个 未 知 数 得 出 二 次 方 

程 的 方法 的 知识 。 这 种 论断 是 由 于 他 们 企图 解决 下 面 的 问 

题 而 产生 :已 知 长 方形 的 周 与 面积 , 求 它 的 边 , 即 解 方程 组 

x+2y= cx)=b《〈 作 者 注 : 这 种 等 同 是 一 种 大 错误 ) 。 这 种 

问题 在 古代 是 很 普遍 的 ， 这 可 能 是 为 了 否决 某 种 广泛 流传 

的 信念 而 引起 ， 这 种 信念 认为 一 个 平面 形 的 面积 由 它 的 周 

界 所 完全 决定 ， 正 象 在 圆 与 正方 形 的 情形 那样 ， 相 同 周 界 

的 图 形 具 有 相同 的 面积 。 只 要 这 种 信念 依然 存在 ， 形 失 道 

德 的 商人 们 就 有 无 限 的 机 会 。 这 个 问题 曾 被 希腊 人 有 系统 

地 处 理 过 〈 作 者 注 : 这 个 说 法 是 不 正确 的 )。 至 于 巴比伦 人 

的 方法 则 是 经 验 的 《作者 注 :重点 是 作者 所 加 )。 他 们 的 方 
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法 是 把 周 界 保持 不 变 而 把 面积 所 能 取得 的 不 同 数 值 确定 出 
来 .例如 对 一 个 周 长 为 40 的 长 方形 来 说 ,结果 可 列表 如 下 3 
at+b=20 
a b 面积 ab 
10 10 100 
8 12 96 
6 14 84 
4 16 64 
如 此 等 等 。 
我 们 把 两 个 数学 史家 著作 中 的 某 些 片段 并 列 如 上 ， 读 者 们 
可 相互 比较 ， 自 己 作出 结论 。 
古代 巴比伦 人 就 象 古 代 许 多 其 他 民族 一 样 ， 从 事 各 种 生产 
活动 ， 观 察 天 象 ， 进 行 计算 ， 为 此 付出 了 辛勤 劳动 。 他 们 对 科 
学 文化 所 作 贡 献 在 我 们 现代 的 日 常生 活 中 还 留 下 痕迹 ， 留 传 至 
今 的 巴比伦 泥 板 上 各 种 天 文 数 表 的 记录 都 是 人 类 伟大 的 文化 遗 
产 。 但 是 ， 一 切 科学 归根 结 底 都 来 自生 产 实践 也 受 着 当时 生产 
条 件 的 制约 而 不 能 超越 时 代 。 知 道 长 方形 的 周 长 与 面积 以 求 边 
这 一 类 问题 ， 在 古代 许多 不 同 民 族 中 本 来 是 会 自然 产生 的 。 但 
生产 的 发 展会 推动 数学 的 前 进 ， 随 之 而 在 这 类 问题 的 解法 上 也 
会 显 出 先后 进展 的 痕迹 。 试 以 我 国 为 例 。 以 有 书 可 稿 的 标准 来 
说 ， 则 赵 歌 《 句 股 圆 方 图 说 》 包 括 了 二 十 来 个 定理 ， 其 中 最 后 
一 个 定理 即 是 已 知 勾 股 和 与 勾 股 积 求 名 与 股 的 明显 公式 。 在 《 九 
章 算术 》 勾 股 章 中 更 有 不 少 比 它 复杂 得 多 的 问题 与 解法 。 但 这 
些 解法 都 是 纯 几 何 的 ， 大 都 依据 出 入 相 补 原理 。 自 此 以 后 ， 仍 
以 有 书 可 稽 者 为 准 ， 则 杨辉 在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 下 (1275 
年 ) 所 引 刘 益 《 议 古 根源 》(12 世纪 ) 的 22 问 中 , 有 8 个 都 是 
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已 知 直 田 长 刻 和 或 差 以 及 直 田 田 积 要 求 长 阔 一 类 的 问题 ， 所 用 
方法 都 是 增 乘 开 方法 。 到 朱 世 杰 《 算 学 启蒙 》(1299 年 ) 开 方 
释 锁 门 共 34 问 中 ， 第 8 至 第 11 四 题 也 是 这 一 类 问题 ， 但 已 进 
步 到 使 用 天 元 术 。 据 朱 世 杰 原 注 ， 谓 “ 按 此 以 古 法 演 之 ”, 除 重 
述 了 前 面 所 引见 于 赵 爽 《名 股 圆 方 图 说 》 中 的 “ 古 法 ”外 ， 并 
说 ;“ 今 以 天 元 演 之 ， 明 源 活 法 ， 省 功 数 倍 ”。 在 《 算 学 启蒙》 
(1299) 中 ， 朱 世 杰 还 只 用 一 个 未 知 数 天 元 一 ， 到 了 《四 元 玉 鉴 》 
(1303 年 )， 则 在 两 仪 合 罚 门 的 12 个 同类 问题 中 ， 朱 都 列 天 元 
地 元 两 个 未 知 数 的 联 立 方程 组 来 求解 。 我 国 古 代 算 书 散 失 者 多 
而 留存 者 少 。 但 即 就 现 有 存 书 有 案 可 稽 者 来 说 ， 从 《和 句 股 圆 方 
图 》 与 《 九 章 算术 》 的 几何 解法 到 朱 世 杰 联 立方 程 组 的 解法 ， 
发 展 线索 仍 极为 分 明 。 其 间 相隔 一 千 多 年 ， 不 知 要 经 历 多 少 次 
认识 上 的 飞跃 才能 达到 。 单 是 从 贾 宪 、 刘 益 的 增 乘 开 方 到 李 冶 
的 天 元 术 ， 再 从 一 个 未 知 数 的 天 元 术 到 两 个 未 知 数 的 天 地 两 元 
之 术 ， 每 一 步 都 是 极 不 容易 的 发 明 创造 。 这 本 来 符合 马列 主义 
的 认识 论 而 是 科学 发 展 的 客观 规律 。 我 们 可 以 说 《 句 股 圆 方 图 
说 》 与 《 九 章 算术 》 中 的 几何 解法 是 导致 我 国 宋 元 代 数 的 某 种 
源泉 与 滥 筋 ， 起 过 一 定 的 推动 启发 作用 ， 但 决 不 能 贸然 视 之 为 
就 是 代数 学 。 正 是 同样 的 理由 ， 尽 管 我 们 尊重 古代 巴比伦 人 的 
伟大 成 就 ， 但 是 把 近代 的 代数 轻易 地 加 之 于 古代 巴比伦 人 身 
上 ， 不 能 不 说 是 十 分 荒 雇 的 。 


六 、《 海 岛 算 经 》 的 发 展 与 影响 


自 刘 徽 以 后 ， 虽 然 史 料 残缺 ， 但 《海岛 算 经 》 直 到 明 末 仍 
有 踪迹 可 寻 ， 现 根据 不 完全 调查 而 有 书 可 稽 者 扩 述 如 下 ， 
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天 文 观察 上 重 差 方 法 的 应 用 散 见于 历代 史书 中 天 文 志 、 律 
历 志 以 及 天 文 著作 中 。 

《 隋 志 》、《 唐 志 》 都 提 到 有 《 九 章 重 差 图 》 一 卷 。 

唐 初 王 孝 通 《 辑 古 算 经 》 表 称 “ 微 … 造 重 差 之 法 ”。 

唐 初 将 刘 微 《 九 章 注 》 第 十 卷 重 差 那 一 卷 单 行 而 改称 为 《 海 
岛 算 经 》， 立 于 学 官 ， 成 为 《十 部 算 经 》 的 一 部 。 

南北 朝 祖 冲 之 、 北 周 杜 弯 、 唐 李 淳 风 等 都 曾 为 《 周 藤 算 经 》 
或 (与 ) 《海岛 算 经 》 作 注 。 

南北 朝 何 承 天 、 隋 刘 灶 、 唐 李 淳 风 等 对 《有 周 钥 算 经 》 量 日 
影 “ 句 之 损益 寸 千里 ”以 及 其 后 张衡 、 郑 玄 等 从 其 说 者 多 有 所 
批判 。 历 代 曾 为 此 去 全 国 各 地 实测 财 影 ， 远 至 交趾 地 区 ， 尤 以 
唐 一 行 与 元 郭守敬 的 规模 与 影响 最 大 。 

唐 李 淳 风 注 《 周 苯 》， 批 评 “ 用 日 以 为 高 下 ”为 “ 语 术 相 
违 , 是 为 大 失 ”。 李 又 推广 原 求 日 高 术 到 “地 有 高 下 ”不 平 的 情 
形 ， 就 “ 表 望 不 同 ” 作 “后 高 前 下 术 ” 等 六 术 。 

《 宋 史 》 载 有 《海岛 算 经 》 一 卷 ， 与 夏 翰 《 新 重 演 议 海岛 
算 经 》 一 卷 。 

《 宋 史 》( 卷 462， 方 技 ) 谓 楚 入 《11 世纪 初 )* 于 《 九 章 算 
术 》… 《海岛 算 经 》 诸 算 经 尤 得 其 妙 。” 按 早期 的 高 次 方程 数 
值 解法 即 增 乘 开 方法 的 开创 者 责 宪 (11 世纪 ) 是 楚 本 的 弟子 。 

宋 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》(1247 年 ) 第 七 、 八 两 卷 为 测 望 九 
问 , -第 十 六 卷 有 军旅 类 的 望 知 敌 众 ， 其 中 陡 岸 测 水 、 表 望 方 城 、 
望 敌 远近 与 表 望 浮 图 诸 题 ， 秦 都 说 “以 重 差 求 之 ”或 “ 重 差 入 
之 ”。 而 望 山 高 远 一 题 更 与 《海岛 算 经 》 第 一 题 海岛 无 异 ,但 改 
《海岛 算 经 》 中 的 人 目 著 地 为 目 高 5 尺 。 

宋 杨 辉 现 存 算 书 中 曾 三 引 《 海 岛 算 经 》， 并 对 海 岛 一 题 进 
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行 分 析 〈 兄 前 节 )。 从 所 说 “ 尝 置 海岛 小 图 于 座 右 , 乃 见 先贤 作 
法 之 万 一 "， 推 起 杨辉 还 见 到 过 刘 微 至 少 是 海岛 一 题 的 原 图 。 

南宋 有 《海岛 算 经 》 刻 本 ， 据 杨辉 引述 现 传 本 与 南宋 刻本 
除 先后 次 序 可 能 有 不 同 外 内 容 无 异 。 

元 朱 世 杰 《四 元 玉 鉴 》(1303 年 》 中 卷 匆 股 测 望 门 八 问 中 
第 4 至 第 8 依次 类 同 于 《海岛 算 经 》 中 的 望海 岛 、 望 松 , 望 色 、 
望 谷 与 望 清 渊 诸 题 。 

明 《永乐 大 典 》(1403 一 1408 年 》 收 有 《海岛 算 经 》, 现在 
的 传 本 即 从 其 中 辑 出 。 

明 吴 敬 《 九 章 算 法 比 类 大 全 》 (1450 年 ) 引用 了 《 海 岛 算 
经 》 题 称 为 “ 古 问 ?。 

明 周 述 学 《神道 大 编 历 学 算 会 》(1558 年 ) 卷 3 勾 股 有 
两 题 与 《四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 门 第 5 ,第 8 两 问题 目 数据 全 同 ， 
而 这 两 问 又 与 《海岛 算 经 》 中 的 望 松 与 望 清 渊 两 题 类 同 。 

明 程 大 位 《算法 统 宗 》(1592 年 ) 卷 九 勾 股 章 之 末 重 述 了 
杨辉 对 海岛 一 题 的 分 析 。 

明 末 利 玛 赛 、 徐 光 启 关于 测量 的 译 著 都 有 重 差 一 类 问题 ， 
已 见 前 节 。 详 细 分 析 见 下 面 第 八 节 。 

清 李 满 《 重 差 图 序 》 中 说 : “望海 岛 上 日 有 图 解 ?>， 可 知 直 到 
19 世纪 之 初 李 满 时 还 可 能 见 到 原来 的 海岛 残 图 ， 具 见 前 节 。 

刘 微 《海岛 算 经 》 的 原来 理论 与 证 明 可 能 在 唐 宋 时 期 即 已 
鲜 有 人 知 而 失传 ， 这 从 杨辉 据 图 以 求 “ 源 ”可 以 推 知 一 二 。 但 
《海岛 算 经 》 却 在 另 一 方面 对 我 国 的 数学 起 着 巨 大 的 推动 作用 
并 影响 及 于 后 世 近 代数 学 的 发 展 。 

宋 元 之 世 我 国 数学 有 着 多 方面 的 重大 成 就 ， 天 元 术 的 创立 
是 其 中 之 一 。 一 般 认 为 高 次 代数 方程 数值 解法 是 宋 元 时 期 数学 
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发 展 高 潮 的 顶峰 。 国 外 对 我 国 古代 数学 所 推崇 的 主要 是 祖冲之 
圆周 率 以 及 这 一 成 就 。 但 是 ， 我 们 认为 与 天 元 术 相 伴 而 生 的 几 
何 代数 化 、 代 数 方法 在 几何 上 的 应 用 以 及 代数 式 的 使 用 与 代数 
运算 的 系统 化 等 要 比 这 一 成 就 意义 重大 得 多 。 而 重 差 理论 在 这 
方面 所 起 的 作用 是 不 小 的 。 检 查 一 下 天 元 术 与 重 差 理论 的 有 关 
论述 可 以 为 它们 的 相互 关系 提供 一 些 线索 。 

首先 是 秦 九 韶 的 《 数 书 九 章 》。 按 秦 著 中 测 望 九 问 与 望 知 敌 
众 十 个 问题 都 有 术 无 法 ,不 仅 立 术 不 明 , 抑 且 廖 误 极 多 。 有 几 题 
虽 提 到 用 重 差 求 之 ,实则 与 重 差 术 并 无 关系 。 这 些 都 说 明 秦 本 人 
对 勾 股 之 术 不 甚 娴熟 ,对 重 差 之 术 更 不 理解 ,而 且 朴 忽 大 意 ， 但 
不 能 因 这 些 瑕 瘟 而 抹 煞 其 主要 功绩 ， 按 测 望 问题 在 秦 全 书 中 所 
占 份量 颇 多 ， 在 《海岛 算 经 》 之 后 我 国 算 书 中 还 是 第 一 次 作 这 种 
较 有 系统 的 收 辑 ,足见 秦 的 重视 。 测 望 九 问 之 中 ,有 四 问 都 用 列 高 
次 代数 方程 求解 ,虽然 据 钱 宝 琼 意 见 , 秦 对 天 元 术 似 乎 并 不 了 解 ， 
但 从 《 九 章 算术 》 勾 股 章 第 20 出 方 邑 望 木 题 的 开 带 从 平方 历经 唐 
王 孝 通 开 带 从 立方 与 宋 页 宪 增 乘 开 方 一 脉 相 承 ,应 无 疑 为 天 元 
术 的 前 身 , 昌 无 天 元 之 名 而 有 天 元 之 实 。 秦 之 测 望 九 问 显示 出 与 
解 高 次 方程 以 及 天 元 术 的 密切 关系 , 秦 的 这 一 功绩 应 予 肯定 。 

至 于 朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 八 问 则 全 部 用 天 元 术 求 
解 。 在 八 问 中 第 五 问 以 下 都 与 《海岛 算 经 》 诸 题 类 同 ， 其 他 三 
问 都 与 勾 股 ， 也 与 秦 的 某 些 问题 相似 。 这 些 问 题 显 系 从 《 九 章 
算术 》 勾 股 章 出 方 城 诸 题 推 衡 而 来 。 只 是 有 时 改 方 城 为 圆 城 问 
题 要 难得 多 ， 非 单纯 的 勾 股 术 所 能 解 ， 因 而 也 促进 了 天 元 术 与 
一 般 代数 运算 方法 的 发 展 。 东 汉 末 郑玄 引 郑 众说 “ 今 有 重 差 句 
股 ”"。 刘 微 也 说 “ 轰 造 重 差 … 缀 于 句 股 之 下 ”。 重 差 与 勾 股 本 来 
是 密切 相关 的 。 在 朱 之 前 早 在 12 世纪 之 中 , 勾 股 问题 就 已 成 为 
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天 元 术 重要 的 问题 来 源 。 例 如 在 杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》(1275 
年 ) 一 书 中 编 入 了 已 失传 的 刘 益 所 著 《 议 古 根源》(12 世纪 ) 
二 百 问 中 的 二 十 二 问 ， 其 中 有 两 问 都 是 用 天 元 术 求 解 的 勾 股 问 
题 。 李 冶 的 《 测 圆 海 镜 》(1248 年 ) 与 《 益 古 演 段 》(1259 年 ) 
则 全 都 是 以 勾 股 为 主题 的 天 元 术 应 用 。 由 此 可 见 勾 股 曾 为 天 元 
术 提 供 了 许多 具体 的 问题 实例 。 重 差 术 估计 也 起 着 同样 的 作用 。 
现 将 朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 门 第 4 题 望 圆 城 也 即 《 海 岛 
算 经 》 的 望海 岛 题 朱 氏 的 术 与 草 照 录 如 下 〔 略 去 求 表 去 城 部 


分 )， 以 与 海岛 术 相 比较 ， 
朱 世 杰 原 文 _ 
术 日 ， 
立 天 元 一 为 城 高 


如 积 求 之 ， 得 一 千 四 百 四 


十 为 正 实 ， 四 十 为 益 方 
上 实 下 法 而 一 ， 得 高 。 
草 日 : 
立 天 元 一 为 城 高 
又 为 大 句 


以 两 表 退 行 相 减 ， 余 四 十 


尺 ， 为 两 表 退 行 差 。 
又 为 小 股 


用 科大 名， 得 | 本 0 寄 左 
乃 以 两 表 退 行 差 加 表 间 得 


一 百 二 十 尺 为 大 股 
以 表 高 为 小 名 
36 





现代 语言 译文 
解法 ; 

置 城 高 =x 

列 方 程 得 

一 40x+ 1440=0 

解 之 得 x*= 二 加 = 36 尺 


置 城 高 =x 

大 勾 =x 

两 表 退 行 差 = 

后 表 退 行 - 前 表 退 行 

=40 尺 

小 股 = 40 尺 

左 = 大 勾 X 小 股 =40x 

大 股 = 两 表 退 行 差 + 表 间 
=120 尺 

小 勾 = 表 高 12 尺 


乘 之 ， 得 一 千 四 百 四 十 为 | 大 股 x 小 勾 =1440 与 左 


同 数 ， | 相同 
| 三 lo0 项 整理 得 40x- 1440 
消 左 得 0 Eon 
上 实 下 法 而 一 ， 得 三 丈 六 a 
尺 为 城 高。 “… 城 高 x= -40 
= 36 尺 





《四 元 玉 鉴 》 其 他 诸 题解 法 仿 此 。 据 此 我 们 认 为 重 差 与 勾 
股 一 样 ， 对 天 元 术 的 发 展 都 不 仅 有 刺激 推动 作用 ， 甚 至 还 是 重 
要 的 源泉 。 而 且 ， 重 差 诸 题 的 解法 只 涉及 一 次 方程 即 所 谓 开 无 
偶 平 方 ， 实 质 上 又 与 刘 徽 的 原 证 相同 〈 详 兄 下 节 的 分 析 ), 只 是 
改 用 了 天 元 术 的 语言 而 已 。 相 反 勾 股 一 类 问题 所 引出 的 方程 往 
往 是 高 次 或 (与 ) 多 元 的 ， 要 复杂 得 多 。 因 而 重 差 之 成 为 天 元 术 
实例 ， 实 际 上 更 容易 更 简单 ， 出 现 得 也 可 能 较 早 。 只 是 数 书 大 
都 失传 ， 作 为 《四 元 玉 鉴 》 前 身 而 为 祖 颐 为 朱 所 作 序 中 曾经 提 
到 的 《 益 古 演 段 》、《 照 胆 》、《 铃 经 》、《 如 积 释 锁 》、《( 如 积 释 
锁 ) 细 草 》《 两 仪 群英 集 毕 》、《 蓝 坤 括 误 》 等 书 内 容 都 已 无 法 考 
查 ， 不 能 追踪 重 差 与 天 元 术 的 关系 而 为 之 确证 而 已 。 

三 上 义 夫 曾 认为 刘 微 已 能 用 代数 方法 证 《海岛 算 经 》 诸 题 ， 
我 们 指出 过 这 个 说 法 是 不 成 立 的 。 三 上 以 及 其 他 人 士 例 如 李 全 
等 在 用 代数 方法 证 明 时 ， 都 列 出 两 个 未 知 数 的 方程 组 求解 。 从 
现代 的 知识 说 来 这 种 做 法 是 颇 为 自然 的 。 然 而 朱 世 杰 《 四 元 玉 
鉴 》 中 的 天 元 术 解 法 却 偏偏 只 用 一 个 未 知 数 一 一 天 元 ,虽然 《四 
元 玉 鉴 》 中 用 天 元 、 地 元 两 个 未 知 数 求解 的 问题 有 三 十 六 问 之 
多 。 由 此 也 可 证 明 非 但 这 些 代 数 证 法 远 不 是 刘 微 原 证 ， 其 至 还 
不 是 天 元 术 出 现时 应 用 于 《海岛 算 经 》 诸 题 的 证 法 。 与 之 相反 ， 
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我 们 认为 正 是 刘 微 的 《海岛 算 经 》 诸 题 曾 为 天 元 术 提供 了 具体 
实例 并 促使 其 发 生发 展 ， 其 作用 可 能 不 在 勾 股 一 类 问题 之 下 。 

十 七 世纪 和 解析 几何 与 微 积分 的 创立 是 数学 发 展 史 上 的 大 
事 。 解析 几何 的 诞生 一 般 认为 主要 应 归功 于 笛 卡 儿 Descartes。 
但 是 笛 卡 儿 一 无 坐标 系统 ， 二 无 正 负 线段 ， 他 的 主要 功绩 ， 不 
少数 学 史家 认为 是 在 于 代数 的 几何 应 用 与 几何 的 代数 化 ， 在 于 
把 几何 图 形 表 达成 代数 形式 ， 因 而 为 研究 物理 世界 〈 笛 卡 儿 认 
为 可 归结 为 几何 学 ) 提供 了 数量 工具 。 有 人 并 因此 提出 “代数 
几何 ”应 是 一 个 比 解析 几何 更 合适 的 名 词 。 以 研究 笛 卡 儿 著名 
的 Scott 认为 笛 卡 儿 的 成 就 是 ;把 一 个 几何 问题 化 成 代数 形式 
因而 得 以 使 用 整个 代数 机 器 以 求解 。 然 而 ， 这 种 几何 与 代数 的 
配合 、 代 数 的 几何 应 用 与 几何 的 代数 化 正 是 宋 元 天 元 术 的 主要 
含义 之 一 。 而 且 就 在 宋 元 数 学 家 的 手 里 为 了 发 展 天 元 术 而 建立 
了 一 整套 的 代数 机 器 ,包括 天 、 地 、 人 、 物 等 元 的 正 负 乘 知 及 其 
代数 式 ， 以 及 这 些 代 数 式 的 运算 系统 的 建立 。 天 元 术 以 勾 股 重 
差 一 类 问题 作为 立 术 的 主要 来 源 ， 以 天 、 地 、 人 、 物 等 元 代替 
所 求 线 侦 ， 用 它们 的 代数 式 来 表示 几何 图 形 的 长 度 、 面 积 ， 然 
后 运用 相伴 发 展 了 的 那 套 代 数 机 器 进行 求解 。 所 有 这 些 ， 正 是 
所 谓 笛 卡 儿 的 最 主要 的 贡献 所在， 是 解析 几何 得 以 创立 的 决定 
性 的 一 步 。 当 然 ， 第 卡 儿 在 变数 的 引入 以 及 就 在 解析 几何 上 的 
其 他 种 种 发 明 创 造 对 于 数学 的 发 展 有 着 划时代 的 功绩 ， 他 对 世 
界 数学 的 伟大 贡献 是 完全 肯定 的 。 然 而 无 视 于 我 国 天 元 术 在 这 
一 方面 所 起 的 重要 作用 ， 而 单纯 强调 代数 方程 数 值 解 的 成 就 
(这 一 成 就 的 辉煌 是 无 庸 置 疑 的 )， 把 它 看 成 是 我 国 数学 的 “ 顶 
峰 ”"， 则 实质 上 无 异 是 贬低 了 我 国 对 世界 数学 的 伟大 贡献 。 同 
样 ， 我 们 认为 如 果 把 《海岛 算 经 》 的 功绩 局 限于 测 望 之 学 ， 而 
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忽略 它 对 天 元 术 发 展 的 影响 与 作用 ， 则 对 它 的 估价 也 还 是 不 够 
的 。 


七 、 海 岛 公 式 证 明 的 复原 


我 们 认为 ， 与 其 他 诸 家 不 同 ， 杨 辉 对 海岛 公式 的 分 析 以 及 
李 伍 根据 杨辉 补 出 的 证 明 是 基本 上 正确 的 。 

先 考虑 “ 句 中 容 模 与 股 中 容 直 二 积 皆 同 ” 这 一 结论 (图 9 )， 
这 是 整个 重 差 理论 的 基础 ， 也 就 是 杨辉 所 说 的 “ 源 ”。 它 的 来 历 
可 能 有 二 。 其 一 是 根据 相似 勾 股 形 的 命题 ， 股 率 乘 见 勾 ， 等 于 
勾 率 乘 见 股 。 这 一 命题 在 《 周 藤 算 经 》 求 日 径 术 中 即 已 用 到 ， 
而 见于 《 九 章 算 术 》 句 股 题 15 以 下 刘 徽 注 的 每 一 题 中 。 另 一 是 
出 入 相 补 原理 。 这 是 我 国 古代 几何 学 中 面积 体积 理论 的 结晶 。 
所 谓 “ 出 入 相 补 ， 各 从 其 类 ”这 一 基本 原理 ， 明 确 叙 述 于 勾 股 
章 开 首 勾 股 术 的 刘 徽 注 之 中 ， 而 被 广泛 应 用 于 《 九 章 算术 》 的 
勾 股 商 功 等 章 。 

在 图 9 的 情形 ， 出 入 相 补 原理 与 相似 勾 股 形 命题 自然 是 等 
价 的 。 这 在 《 九 章 算 术 》 勾 股 章 的 徽 注 中 也 可 看 出 。 按 勾 股 章 
共 24 题 ， 自 第 1 题 至 第 13 题 ， 微 注 的 证 明 都 用 出 入 相 补 ， 第 
17 题 以 下 都 用 相似 勾 股 形 ， 此 外 数 题 则 都 两 者 并 用 。 第 15 题 
勾 中 容 方 问题 ， 更 详 述 两 种 证 法 ， 而 勾 股 章 自 17 题 以 下 求 邑 
方 与 量 木 高 井深 诸 术 ， 在 方法 上 显然 都 从 多 中 容 方 问题 演化 而 
来 。 两 种 方法 在 此 是 相通 的 ， 而 出 入 相 补 原理 是 一 个 更 高 更 普 
遍 的 概括 ， 这 一 普遍 原理 不 仅 是 我 国 古 代 几 何 学 的 一 个 结晶 ， 
且 其 影响 及 于 整个 数学 的 其 他 不 同 领域 。 由 于 棕 涉 面 较 广 ， 非 
简单 篇 幅 所 能 尽 ， 我 们 将 留待 其 他 机 会 再 作 详 细 讨论 ， 就 本 文 
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当前 的 问题 来 说 ， 则 不 论 属于 何 种 情形 ， 声 辉 证 明海 岛 公式 的 
“ 源 ? 应 系 直 接 来 自 对 “海岛 小 图 ”的 观察 与 对 我 国 古 代 遗 产 的 
具体 分 析 。 李 但 所 谓 “ 辉 所 取 者 ， 盖 此 义 也 ” ,牵扯 到 欧 几 里 得 
原本 之 说 ， 是 没有 任何 根据 的 。 

但 是 李 全 根据 杨辉 分 析 补 作 的 证 明 ， 则 我 们 认为 是 大 体 上 
正确 的 ， 可 以 认为 实质 上 这 就 是 刘 币 的 原 证 。 为 说 明 这 一 点 ， 
我 们 把 证 明 重 述 如 下 ， 并 附 以 赵 爽 日 高 图 说 中 的 相应 语句 ， 作 
为 此 证 即 是 原 证 之 说 的 佐证 〈 图 12)。 








证 明 | 赵 爽 日 高 图 说 
DJD= 口 JN 黄 甲 与 黄 乙 其 实 正 等 
口 JB= 口 J 互 ， 即 黄 甲 与 青 丙 相连， 黄 乙 与 
口 JD+ 口 CB= 口 JN 青 己 相连 ， 其 实 亦 等 。 
+ 口 MEH， 青 丙 与 青 已 其实 亦 等 。 
“DCB=OMH 以 表 高 乘 两 表 相 去 为 黄 甲 
DJD= CDxDK 之 实 
口 CB= 口 CF 
“MH= DCF (出 入 相 补 原理 》 
由 此 得 MI= CQ， 





JM=JI- CQ=KL- DE 以 影 差 为 黄 乙 之 广 ， 
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MN __CDxDK 而 一 ， 所 得 则 变 为 黄 乙 之 
KL-DE | 





日 高 AB 


= CDE+ BG 上 与 日 齐 , 按 图 当 加 表 高 。 


_ 表 高 x 表 间 
景 莽 





+ 表 高 
去 表 远 公式 的 证 明 如 下 : 
由 青 丙 = 青皮 (出 入 相 补 原 理 )， 得 
才 远 -4Gx 前 去 表 
去 表 和 远 BD= 雪 高 


~- 表 高 x 表 间 yo 元 = 前 去 表 x 表 间 
前 已 知 AG 景 其 故 得 ”去 表 远 景 医 


对 于 上 面 补 出 的 原 证 再 作 一 些 补充 说 明 如 下 : 

(1》 从 证 明 步 骤 看 ， 现 存 赵 爽 《日 高 图 说 》 似 既 有 脱 漏 又 
有 和 句 文 倒置 ， 从 现存 甄 弯 的 注 与 残 图 〈 虽 然 错误 极 多 ) 看 来 , 现 
在 所 补 的 证 与 图 似 尚 未 能 与 原文 完全 相符 〈 例 如 有 甲乙 丙 与 成 
已 而 无 丁 ) 。 

(2) 证 明 还 可 以 简单 一 些 ， 例 如 PO、ON 线 即 可 咯 去 ， 
口 JH 也 不 必 分 成 黄 乙 与 青 已 两 部 分 ， 写 成 上 面 较 繁 的 形式 是 
依据 《日 高 图 说 》 的 术 文 ， 而 朱 世 杰 天 元 术 文 又 可 为 之 佐证 ， 
见 下 (3)。 

(3) 与 朱 世 杰 天 元 术 文 〈 见 第 六 节 ) 比较 ,可 看 出 朱文 (图 
12) 中 

大 勾 =AB, 小 股 =KO， 大 股 =DO, 小 勾 = CD。 故 大 勾 
x 小 股 = 大 股 x 小 勾 , 即 口 KN= 口 DM 或 相当 于 黄 甲 = 黄 乙 
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(都 根据 出 入 相 补 原理 )， 朱 世 杰 的 解 术 无 疑 是 有 来 历 的 ， 在 补 
出 原 证 中 添上 PO 与 ON 等 线 者 与 此 正 相符 合 。 

(4) 与 钱 宝 琼 补 出 日 高 图 (图 2 ) 比较 ， 可 见 添 作 平行 线 
之 非 理 ， 也 可 见 黄 乙 与 青 己 的 位 置 应 左右 对 易 。( 人 参看 下 节 ) 

(5) 为 进一步 说 明 ， 补 出 《海岛 算 经 》 第 二 题 望 松 的 证 明 
如 下 〈 题 与 术 文 从 略 ): 

附 图 13 中 AB= 松 高 ，CD、FG 为 前 后 两 表 , CE= 入 
表 ，DI、GK 为 前 后 两 表 退 行 ， 依 据 望海 岛 题 表 去 山 公式 ， 可 
知 视 ED、HG 为 望 松本 B 点 的 前 后 两 表 ， 而 与 CD、FG 为 望 
松 顶 A 两 表 比 较 时 ，LF、MH 应 同 交 于 平地 上 J 了 点 , 使 G7= 
相 多 ， 而 AF、BH 应 同 交 于 后 退 表 处 KK 点， 使 JK= 前 表 却 行 
DI. 今 据 出 入 相 补 ,有 口 FD = 口 FPP, 口 HD = 口 HQ。 相 减 得 口 EF 
= 口 NP- 口 HR, 或 口 NP= 口 EF+ 口 HR, 即 松 高 x 相 多 = 表 
间 x 入 表 + 入 表 x 相 多 ， 也 即 《 海 岛 算 经 》 的 松 高 公式 ， 

松 高 = 雪 司 3 人 类 + 入 表 














Pp 






L 
I SN 
EN 


入 表 FN BIT TI 


融和 区 


全 一 表 间 -- 伴 - 相 多 -二 
图 13 


朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 门 第 五 题 与 《海岛 算 经 》 望 
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松 题 类 同 ， 但 易 松 生 山 上 为 方 城 上 成 栅 , 朱 术 立 天 元 一 为 柚 高 ， 
又 为 见 勾 差 即 图 中 4AB。 相 多 即 Gy 为 股 差 率 ， 以 表 间 加 股 差 
率 即 DJ 为 见 股 差 ,入 表 即 CE 为 勾 差 率 ， 从 见 色差 x 股 差 率 = 
见 股 差 x 勾 差 率 也 即 前 面 的 口 NP = 口 ER。 得 方程 解 之 得 柚 
高 。 由 此 解法 也 可 为 所 补 原 证 中 添 作 诸 线 的 一 个 旁证 。 

(6) 今 再 补 出 《海岛 算 经 》 第 四 题 望 谷 的 证 明 如 下 : 

图 14 中 4B= 深谷 ,CD、EF 为 岸上 重 矩 之 勾 ,CG、EH 为 测 
谷 深 处 4 点 所 得 入 股 。 依 出 入 相 补 得 口 HK = 口 HB, 口 GL= 
口 GB。 相 减 得 口 HO = 口 EC- 口 GM, 或 DGM = 口 EC- 口 koO， 
由 此 即 得 《海岛 算 经 》 中 的 谷 深 公 式 ， 








A 


图 14 
朱 世 杰 《四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 门 第 七 题 与 《海岛 算 经 》 望 
谷 题 类 同 ， 所 用 天 元 术 草 亦 与 《海岛 算 经 》 术 文 相同 ， 只 是 用 
天 元 术语 言 表达 而 已 。 
《7) 朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 义 股 测 望 门 第 六 第 八 两 问 即 《 海 
岛 算 经 》 中 望 吧 与 望 清 渊 两 题 ， 其 天 元 术 草 也 与 《海岛 算 经 》 术 
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文 一 致 。 朱 书 中 这 几 河 的 方程 都 是 一 次 的 , 即 所 谓 开 无 偶 平 方 。 
这 些 都 足以 说 明 一 方面 朱 书 这 一 部 分 渊源 于 《海岛 算 经 》 原 著 ， 
另 方面 《海岛 算 经 》 为 天 元 术 提 供 了 最 简单 最 直接 的 素材 ， 因 
而 应 是 天 元 术 产生 的 早期 的 推动 力 。 

(8) 《海岛 算 经 》 其 他 诸 题 ,都 易 从 海岛 公式 以 及 松 高 谷 深 
等 公式 推出 。 这 些 证 明 都 简单 直观 ,容易 为 一 般 人 所 接受 ,这 正 
是 我 国 古代 几何 学 的 一 个 特色 。 且 证 明 直 接 导 致 海 岛 算 经 》 
诸 问 原来 给 出 公式 的 形式 ， 与 之 相反 ， 不 论 如 李江 用 欧 几 里 得 
几何 或 后 世 诸 人 如 李 全 [5 乙 2 ] 用 近代 的 代数 ， 证 明 都 颇 繁 复 ， 
尤其 要 再 经 历 一 番 曲 折 与 演算 ， 才 能 次 出 《海岛 算 经 >》 原来 的 公 
式 形式 。 这 也 说 明 这 些 证 法 与 刘 徽 原意 毫 无 共同 之 处 ， 而 上 面 
所 提出 的 证 明 ， 才 是 符合 刘 微 原意 的 证 明 。 

(9) 从 李江 《 重 差 图 序 》， 知 李 曾 见 到 海岛 昌 图 ， 且 所谓 
“两 形 相去 辽 远 ”而 须 “ 宛 转 通 之 "， 正 是 出 入 相 补 的 特色 ， 因 
而 可 以 相信 这 一 旧 图 即 如 图 12 那样 。 至 于 所 谓 “ 皆 可 不 必 也 ” 
之 语 ， 如 果 把 李江 《海岛 算 经 细 草 图 说 》 与 我 们 补 作 的 图 与 证 
明 相对 照 ， 优 劣 判 然 。 这 正好 说 明明 末 以 来 中 国 固有 的 几何 学 
已 为 欧 几 里 得 几何 所 排挤 殖 尽 , 清 代 学 者 如 李 满 几 已 一 无 所 知 ， 
只 能 屈从 于 欧 几 里 得 的 一 统 天 下 而 已 。 

丢 开 对 天 元 术 所 起 的 推动 作用 不 谈 ， 只 从 测 望 这 一 角度 来 
说 ,《 海 岛 算 经 》 立 意 造 术 之 深 ,也 非 西 方 如 海伦 等 所 能 企及 。 而 
且 , 《海岛 算 经 》 似 已 发 展 成 一 个 完整 的 系统 理论 。 依 据 刘 微 
《 九 章 算术 注 》 原 序 中 所 说 ;“ 度 高 者 重 表 ， 测 深 者 累 矩 ， 孤 离 
者 三 望 ， 离 而 又 旁 求 者 四 望 ， 触 类 而 长 之 ， 则 虽 山 瑕 诡 伏 ， 靡 
所 不 入 ， 博 物 君 子 ， 详 而 览 笑 ”。 似 乎 刘 微 已 总 结 出 一 般 的 规 
律 ， 不 论 地 形 如 何 “ 贿 遐 诡 伏 ”， 都 可 以 设计 出 何 处 设 表 , 作 出 
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测量 的 具体 方案 来 . 刘 微 原 意 虽然 已 不 得 而 知 ,但 这 对 于 现代 的 
数学 工作 者 来 说 ， 仍 是 一 个 值得 思考 与 解决 的 问题 。 而 且 ， 重 
差 理 论 中 以 量 长 代替 角 的 测量 这 一 方法 所 隐 含 的 以 多 次 简易 测 
量 代替 较 难 测量 的 原理 在 现代 的 各 种 技术 问题 上 可 能 还 是 有 现 
实意 义 的 。 


八 、 利 玛 察 来 华 时 期 的 测 望 理论 及 其 影响 


综观 我 国 测 望 理论 的 历史 演变 过 程 ， 明 代 以 至 利 玛 赛 、 徐 
光 启 时 期 可 以 说 是 一 个 转折 点 。 在 第 六 节 中 已 经 指出 ， 我 国 
古代 测 望 理论 从 《 周 藤 算 经 》 时 起 ， 以 迄 宋 元 之 世 不 仅 一 直 在 
发 展 ， 而 且 在 推动 天 元 术 的 发 展 因而 对 近代 代数 学 与 解析 几何 
的 影响 是 无 可 估量 的 。 到 了 明 朝 八股 取 士 ， 理 学 统治 了 学 术 界 
的 思想 ， 数 学 已 趋 衰 微 ， 但 《海岛 算 经 》 仍 有 传 者 。 到 利 玛 察 
于 1582 年 来 华 ，1600 年 进入 明 室 宫廷 ， 士 大 夫 如 徐光启 、 李 
之 藻 争 相 结 纳 ， 推 崇 西 学 而 对 于 自己 多 所 话 席 ， 更 使 我 国 古代 
传统 数学 一 嫩 不 振 ，《 海 岛 算 经 》 理 论 也 竟 成 绝学 。 

公元 1607 年 〈 明 神宗 万 历 35 年 》 利 玛 窦 与 徐光启 共 译 
《几何 原本 》， 引 入 了 古 希 腊 的 欧 几 里 得 几 何 学 。1607 至 1608 
年 间 ， 又 由 利 玛 塞 口译 ， 人 徐光启 笔 受 《测量 法 义 》 一 书 ， 把 西 
方 的 测量 技术 传 入 了 我 国 。 分 析 一 下 《测量 法 义 》 一 书 的 内 容 
与 方法 ， 对 于 了 解 它 的 意义 是 必要 的 。 

《测量 法 义 》 书 首 “ 最 目 ” 云 ， 

“ 先 造 器 ， 次 论 景 ， 本 题 15 首 ， 附 三 数 算法 ”。 

“ 造 器 ”明确 测量 目的 与 所 用 仪器 :“ 测 量 者 ， 以 测 望 知 山 
岳 柚 台 之 高 、 并 谷 之 深 、 土 田 道里 之 远近 也 。 其 法 先 造 一 测 望 
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之 器 ， 名 日 矩 度 …”， 

“ 论 景 ”指出 测量 方法 ， 

“法 中 俱 用 直 景 倒 景 布 算 ， 故 先 正解 二 景 之 义 ， 次 解 其 转 
合 于 矩 度 ， 以 资 后 论 …”。 

其 次 是 “本 题 15 首 ”， 列 举 各 种 具体 问题 的 测量 方法 。 最 
后 的 附录 “三 数 算法 ” 系 比例 算法 ， 则 即 《 九 章 算术 》 中 的 今 
有 术 。 

《测量 法 义 》 中 所 用 仪器 以 矩 度 为 主 ，15 题 中 ， 除 第 9 题 
用 平 镜 ， 第 10，11，14 用 表 ， 第 12 题 用 和 矩 尺 外 ， 其 余 ， 都 用 
和 矩 度 。 甜 度 、 甜 尺 与 平 镜 特 别 是 甜 度 是 当时 欧洲 所 用 主要 的 测 
量 仪 器 。 甜 度 与 甜 尺 系 16 世纪 中 意大利 Tartaglia ( 因 解 三 次 
方程 而 为 后 世 亡 知 ) 为 炮兵 发 射 炮弹 而 设计 CB]， 其 中 附 图 与 
《测量 法 义 》 中 矩 度 图 完全 相同 。 至 于 表 则 为 我 国 自 古 所 用 的 
传统 测量 仪器 ， 而 不 见于 西方 。 例 如 在 《测量 法 义 》 之 后 耶稣 
会 教士 罗 雅 谷 、 汤 若 望 所 著 《 测 量 全 义 》 一 书 仪器 图 说 部 分 曾 
列举 西方 古今 所 用 各 种 测量 仪器 ， 即 无 表 的 名 目 。Smith 一 书 
[A13] 几何 工具 一 章 论 之 甚 详 ， 也 无 表 的 使 用 ， 只 说 古 曾 有 
之 而 已 。 

Gunther 一 书 [A5] 有 一 章 专 论 古代 测 望 仪器 ， 也 只 说 古 
代 有 表 ， 现 已 不 用 。 大 抵 以 表 测 量 是 古代 许多 民族 所 共同 有 过 
的 实践 活动 ， 但 只 有 我 国 才 发 展 到 重 差 术 这 样 的 理论 高 度 。 这 
正 显示 出 我 国 在 数学 上 独特 的 创造 力 ， 为 世界 其 他 任何 民族 所 
不 能 企及 的 。 

就 测量 方法 而 论 ， 则 《测量 法 义 》15 题 中 ， 除 第 10 题 以 
表 测 高 用 表 两 测 ， 第 15 题 用 表 四 测 ， 以 及 第 6 题 以 目测 高 的 
后 面部 分 用 矩 度 两 测 外 ， 其 余 都 用 1 测 。 其 中 两 测 以 上 请 是 都 
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是 我 国 古 代 的 经 典 成 果 ， 在 第 二 节 末 早已 指出 ， 重 测 正 是 重 差 
理论 的 指导 思想 ， 徐 光 启 继 《 测 量 法 义 》 之 后 作 《 测 量 异同 》， 
序言 中 称 ， 
“ 九 章 算法 ， 句 股 篇 中 故 有 用 表 用 和 矩 尺 测量 数 条 [作者 

注 , 这 里 的 答 尺 与 利 玛 灾 书 中 的 矩 尺 完 全 不 同 ]， 与 今 译 

《测量 法 义 》 相 较 ， 其 法 略 同 …。 既 具 新 论 ， 以 考 提 义 … 

今 悉 存 诸 法 ， 对 题 肪 列 ， 惟 求 同 异 … 共 为 测量 异同 六 首 

在 徐 列举 异同 六 首 之 中 ， 第 5 首 以 四 表 测 远 ， 与 《测量 法 
义 》 第 14 题 以 四 表 测 远 类 同 ， 徐 也 指出 “此 旧 法 与 今 译 同 ”。 
实则 此 题 即 《 九 章 算术 》 勾 股 章 的 第 22 题 立 四 表 求 木 去 人 。 又 
《测量 法 义 》 中 的 第 10 题 以 表 测 高 ， 则 与 《测量 异同 》 中 第 4 
首 以 重 表 兼 测 无 远 之 高 无 高 之 远 与 第 6 首 以 重 矩 兼 测 无 广 之 深 
无 深 之 广 类 同 ， 实 则 与 《海岛 》 第 一 题 无 异 ， 只 是 《测量 法 义 》 
与 《测量 异同 》 中 的 证 明 方 法 都 依据 欧 几 里 得 《几何 原本 》 而 
已 ( 见 第 三 节 ),， 《测量 法 义 》 第 4 题 的 后 面部 分 则 无 非 将 原来 
用 表 两 测 者 改 为 用 矩 度 两 测 而 已 。 

徐光启 在 《测量 异同 》 序 言 中 只 提 到 九 章 算法 勾 股 篇 ， 但 
异同 六 首 既 都 是 “ 旧 义 ”而 “ 悉 存 诸 法 ”或 “ 旧 篇 所 有 ”， 则 第 
4 第 6 两 首 必 有 所 本 。 可 见 徐 至 少 应 见 到 《海岛 算 经 》 的 第 一 
题 ， 鉴 于 《海岛 算 经 》 明 时 已 收 罗 于 《永乐 大 典 》， 今 本 《海岛 
算 经 》 即 从 其 中 抽出 ， 徐 似 不 应 该 不 见 到 该 书 。 然 而 徐 在 《 题 
测量 法 义 》 中 却说 : 

“ 刘 徽 、 沈 存 中 〈 括 ) 之 流 , 崩 尝 言 测 望 锋 ,能 说 一 表 ， 

不 能 说 重 表 也 ”。 

这 是 难以 自圆其说 的 。 徐 光 启 指摘 明代 “算数 之 学 特 废 ” 的 原 
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因 是 “名 理 之 儒 土 音 天 下 之 实事 ”与 “ 妖 亡 之 术 廖 言 数 有 神 
理 ”， 又 提出 对 历法 应 “ 详 加 测验 ”，“ 不 差 不 改 , 不 验 不 用 ”， 
徐 又 扎 《 农 政 全 书 》， 这 是 我 国 古 代 的 一 部 农业 百科 全 书 , 这 些 
见解 与 工作 都 应 肯定 ， 但 不 能 因此 而 为 徐 对 西 算 的 投降 主义 态 
度 辩解 。 

至 于 利 玛 赛 ， 则 史 载 于 1582 年 〈 明 万 历 10 年 ) 到 广东 中 
山 ，1589 年 到 南京 时 与 徐光启 相识 ，1606 年 以 来 与 徐 共 译 《 几 
何 原 本 》 与 译 授 《测量 法 义 》 时 ， 来 我 国 已 二 十 余年 。 在 这 样 
长 的 时 期 内 说 利 不 接触 到 中 国 古代 的 固有 数学 ， 将 是 不 可 思议 
的 。 西 方 的 测量 技术 本 极 落后 ,文艺 复兴 以 前 ， 西 方 关于 测 高 
望 远 之 学 主要 见于 海伦 的 《On the dioptra》 一 书 。 按 海伦 的 年 
代 从 公元 前 150 年 至 公元 后 250 年 估计 大 有 出 入 ， 甚 至 有 人 与 
十 世纪 时 拜占庭 的 某 一 海伦 相 混 ， 所 著 书 最 早 在 1814 年 用 意 
大 利文 编 集 刊行 ， 其 中 内 容 已 知 有 他 人 挫 入 痕迹 。 记 用 测 望 仪 
器 Dioptra 大 致 是 一 种 拟 想 中 物 ， 实 际 上 可 能 并 不 存在 。 即 使 
丢 开 这 些 不 谈 ， 海 伦 一 书 的 内 容 据 柯 恩 Cohen) 及 笛 卡 儿 
(Descartes) 所 著 书 [A 3 ，6 J 所 引 也 不 能 与 《海岛 算 经 》 之 
有 指导 思想 并 成 为 系统 理论 者 相提并论 。 到 16 世纪 时 Tarta- 
glia 制作 和 矩 度 ， 成 为 欧洲 测 望 的 主要 仪器 。 但 器 颇 笨 重 ， 使 用 
并 不 灵 便 ， 在 耿 受 (Gunther) 及 斯 密 思 (Smith) 所 著 书 [A 5， 
13] 中 有 不 少 图 片 可 见 其 测 法 之 一 班 。《 测 量 法 义 》 主 要 部 分 
正 反 映 了 当时 欧洲 的 这 一 水 平 。 而 其 中 较 先进 的 诸 题 恰 与 《 九 
章 算术 》 勾 股 以 及 《海岛 算 经 》 相 重 ， 所 用 表 测 更 与 通行 西 器 
及 其 测量 方式 有 别 ， 这 说 明 它们 应 男 有 来 历 。 特 别 是 在 利 玛 窦 
以 表 测 高 两 测 部 分 的 证 明 中 〈 见 前 第 三 节 以 及 图 6 ) , 须 在 丑 庚 
线 上 取 卯 点 使 已 卯 = 丑 实 。 按 这 样 的 取 法 正 与 我 国 古代 海岛 
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公式 原 证 中 黄 乙 在 青 已 左 方 的 位 置 相 当 ( 图 12)。 如 果 依 欧 几 
里 得 体系 的 证 法 则 应 添 作 平行 线 如 图 7 ， 这 样 则 所 取 卯 点 应 使 
辛 卯 = 丑 实 ， 或 相当 于 钱 宝 琼 日 高 图 (图 2 ) 中 黄 乙 在 青 已 右 
方位 置 的 情形 。 但 利 玛 窦 不 此 之 图 (对 他 说 来 这 应 是 很 自然 
的 )， 却 毫 无 理由 不 伦 不 类 地 选取 了 使 已 卯 = 丑 袖 的 卯 点 ,这 正 
说 明 利 的 这 一 问题 与 证 法 有 它 不 同 于 西方 欧 儿 里 得 体系 的 来 
源 ， 为 了 要 纳入 欧 几 里 得 体系 ,因而 硬 竣 答 数 留 下 了 答 沿 痕迹。 
至 于 利 玛 窦 证 明之 兼 形 式 主义 繁 瑛 哲学 与 矫 抒 做作 三 者 而 有 
之 ， 则 犹 其 余 事 也 。 

在 同一 时 期 ,由 利 玛 窦 授 李 之 藻 演 的 《同文 算 指 》(1614 年 ) 
中 卷 之 四 县 借 互 征 法 为 利 玛 赛 所 据 以 翻译 的 Clavius 即 所 谓 丁 
先生 原著 所 无 ， 而 显然 取 意 于 《 九 章 算术 》 方 程 章 或 我 国 以 后 
算 书 中 的 相 类 篇 章 。 这 是 我 国 古代 数学 的 辉煌 成 就 之 一 ,与 《 同 
文 算 指 》 其 他 部 份 相 较 ， 水 平 高 下 极为 显著 。 然 而 ， 李 之 沾 在 
序 中 虽 自 谓 “ 间 取 九 章 补 级 >”， 但 都 成 为 “ 利 玛 赛 授 ”的 材料 , 书 
首 仅 题 “ 李 之 藻 演 ”而 已 。 同 样 ， 后 来 的 《测量 全 书 》 中 也 提 
到 阳 马 、 鉴 朋 、 北 堵 等 《 九 章 算术 》 中 的 专 有 名 词 而 不 及 《 九 
章 算术 》。 说 这 些 我 国 古代 的 文化 遗产 ， 不 因 利 玛 塞 等 传教 士 
们 的 “传授 ”而 流入 西方 ， 也 将 是 不 可 思议 的 事 。 本 人 见闻 有 
限 ， 只 能 略 举 数 例 。 在 这 一 西方 科学 技术 开始 大 规模 输入 期 
间 ， 东 西方 交流 中 双方 的 得 失 如 何以 及 存在 的 许多 问题 值得 来 
一 番 细 致 调查 把 它 彻底 弄 清 。 

自 利 、 徐 输入 西 算 以 来 ， 终 清 代 两 百 余年 我 国 对 数学 的 发 
展 已 丧失 推动 作用 ， 自 此 以 来 ， 人 人 知 有 欧 几 里 得 ， 而 对 我 国 
实则 更 为 辉煌 的 古代 几何 学 却 缺 少 认识 。 清 代 中 叶 虽 对 我 国 传 
统 数学 重新 发 掘 并 有 所 重视 ， 但 如 李江 等 局 限于 以 欧 几 里 得 几 
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何等 西 算 狂 释 我 国 古 算 之 类 ， 系 统 既 然 不 同 ， 自 然 格 格 不 入 ， 
至 于 所 谓 创造 性 的 工作 ， 则 远 落 人 后 ， 在 清 一 代 ， 一 些 最 有 成 
就 者 如 梅 文 易 等 ， 志 趣 不 可 谓 不 高 ， 用 力 不 可 谓 不 勤 ， 也 正如 
钱 宝 琼 在 《中 国 数学 史 》 中 所 说 ;“ 从 其 具体 的 数学 成 果 讲 来 ， 
大 都 较 西欧 数学 的 同样 成 果 迟 了 一 百 余年 ”。 这 与 宋 元 以 前 我 
国 数学 比 之 西方 在 许多 方面 遥遥 领先 者 正 可 对 照 。 


就 测量 技术 而 言 ， 沈 康 身 辐 志 在 “ 我 国 古代 测量 技术 的 成 


就 ”[ 丙 2 ] 一 文中 曾 有 很 好 的 介绍 ,我 们 将 借用 沈 文 的 结语 (也 
适用 于 测 望 理论 ) 照 录 如 下 ， 以 作 本 文 的 结束 ， 
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“ 明 末 外 国 传教 士 随 着 宗教 把 某 些 科 学 技术 进入 中 国 。 
当时 士大夫 阶层 ， 一 方面 脱离 劳动 人 民 ， 一 方面 又 不 认真 
研习 数学 。 于 是 崇 外 之 风 从 此 草 生 。 当 时 象 徐光启 这 样 传 
播 西学 的 代表 人 物 ， 在 序 西 海 利 玛 赛 授 李 之 灌 演 的 《同文 
算 指 》(1614 年 ) 里 就 说 , “ 观 利 公 与 同事 诸 先 生 所 言 历 
法 诸 事 ， 即 其 数学 精妙 ， 比 之 于 汉 唐 之 世 十 百倍 之 …… 振 
之 〈 李 之 藻 ) 两 度 层 燕 ， 译 得 其 算术 若干 卷 。 既 脱 稿 ， 余 
始 问 请 共 读 之 ， 共 讲 之 。 大 率 与 旧 术 同 者 ， 旧 所 弗 及 也 ， 
与 旧 术 异 者 ， 则 旧 所 未 之 有 也 。 旧 术 与 西 术 合 者 ， 靡 弗 与 
理 合 也 ， 与 西 术 雇 者 ， 靡 弗 与 理 诬 也 ”。 他 最 后 的 结论 是 、 
“ 虽 失 十 经 ， 如 弃 敞 展 侨 " 。 措 辞 推 重 外 国 ， 对 我 国 固有 创 
造 发 明 反 多 话 毁 ， 数 典 忘 祖 ， 这 是 极 不 应 该 的 ? 。 
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《海岛 算 经 》 古 证 探 源 


刘 微 《海岛 算 经 》 是 一 部 关于 测 高 望 远 之 术 的 专著 。 按 刘 
徽 自序 ， 有 “ 析 理 以 辞 ， 解 体 用 图 "， 以 及 “ 辆 造 重 差 ,并 为 注 
解 等 语 ， 说 明 原著 应 有 注 有 图 。 传 至 后 世 ， 所 载 九 题 只 有 方 
法 结果 而 无 注 析 附 图 ， 杨 辉 在 《算法 通 变 本 末 》 卷 上 中 曾 说 ， 
“海岛 算法 , 隐 奥 莫 得 其 秘 ", 清 代 李 潢 、 沈 钦 斐 等 都 曾 尝试 补 出 
证 明 ， 但 与 刘 微 原意 显 无 共同 之 处 。 我 们 认为 ,要 使 古 证 复原 ， 
应 该 遵循 以 下 三 项 原则 ， 是 否 妥 当 ， 还 请 有 志 者 共同 商讨 。 

原则 之 一 ， 证 明 应 符合 当时 本 地 区 数学 发 展 的 实 际 情况 ， 
而 不 能 套用 现代 的 或 其 他 地 区 的 数学 成 果 与 方法 。 

原则 之 二 ， 证 明 应 有 史实 史料 上 的 依据 ， 不 能 凭空 腾 造 。 

原则 之 三 ， 证 明 应 自然 地 导致 所 求证 的 结果 或 公式 ， 而 不 
应 为 了 达到 预知 结果 以 致 出 现 不 合 情 理 的 人 为 雕琢 痕迹 。 

《海岛 算 经 》 的 第 一 题 海岛 公式 从 明 清 以 馆 近 代 出 现 过 不 
少 证 明 ， 是 否 合 于 古 证 原意 ， 可 以 依据 这 些 原则 逐一 考核 ， 中 
外 经 典 著作 ， 流 传 至 今 ， 历 代 难 免 有 后 人 随意 自 改 增添 ， 甚 至 
伪造 伪 托 ， 以 至 真 假 不 辩 ， 也 可 以 依据 这 些 原则 作为 鉴别 真 伪 
的 一 种 手段 。 

本 文 将 依据 这 些 原则 ， 尝 试 将 《海岛 算 经 》 九 题 的 古 证 补 
出 于 下 。 中 国 古 代 的 几何 学 有 其 自己 的 发 展 过 程 与 方法 体系 ， 
与 希腊 欧 几 里 得 几何 迪 乎 不 同 。 在 我 国 古代 几何 中 ， 并 未 见 到 
明显 的 平行 线 概念 ， 角 度 也 很 少 用 ， 虽 有 上 比例 理论 ， 但 文献 所 
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载 局 限于 勾 股 相似 形 的 简单 比例 关系 ， 而 几乎 未 见 到 有 关 一 般 
相似 形 以 及 各 种 比例 式 的 变形 转化 等 记载 ， 在 古 证 复原 中 ， 这 
些 概念 都 应 避免 使 用 ， 象 李江 [9 ] 那 样 滥 添 平行 线 的 作法 ， 更 
难 人 允许 。 

相反 ， 出 入 相 补 ， 各 从 其 类 的 原理 ， 明 显 见 诸 九 章 刘 徽 注 
以 及 赵 殉 著作， 在 《 九 章 算术 》 的 商 功 句 股 诸 章 曾 多 方面 应 
用 ， 由 此 原理 可 得 以 下 推论 : 

推论 之 一 如 图 1 从 口 AB 与 对 角 线 AB 上 一 点 C 可 得 
口 CD= 口 CE (= 指 面积 相等 ) 。 

推论 之 二 ”如 图 2 ， 在 句 股 相似 形 ADF、ABC 与 BDE 
中 ， 称 AC = 见 股 ，BC = 见 句 ，BE = 股 率 ，DE= 句 率 ，AF = 
大 股 ，DF= 大 句 (或 大 股 之 句 ) 则 有 


B p E F 
图 1 “图 2 

这 两 推论 显然 是 等 价 的 ， 都 曾 多 次 应 用 于 各 种 勾 股 问 题 ， 
详 见 刘 徽 《 九 章 注 》 以 及 赵 爽 《日 高 图 说 》 与 《 句 股 圆 方 图 
说 》。 

本 文 关 于 《海岛 》 九 题 的 复原 古 证 ， 无 非 是 这 两 推论 的 反 
复 运用 . 九 题 中 海岛 第 一 题 中 的 岛 高 公式 , 望 松 第 二 题 的 松 高 畏 
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助 公式 ( 见 下 )， 以 及 望 谷 第 四 题 的 谷 深 公 式 ， 代 表 了 古代 用 矩 
立 表 以 望 高 、 知 远 、 测 深 的 三 个 基本 结果 ， 其 余 诸 题 的 公式 丝 
可 从 这 三 个 基本 公式 容易 得 出 。 在 这 三 个 基本 公式 特别 是 岛 高 
公式 的 证 明 中 ， 我 们 都 只 用 了 推论 之 一 的 矩形 等 积 关系 而 避免 
应 用 推论 之 二 的 勾 股 相似 形 比例 关系 。 其 理由 可 概述 如 下 ， 

1。 这 一 证 明 及 其 附 图 (图 3 )， 有 赵 爽 的 《日 高 图 说 》 以 及 
流传 至 今 的 日 高 残 图 作为 依据 。 所 谓 “ 上 与 日 齐 ”, 即 说 明 原 图 
应 补 成 若 于 长 方形 。 从 《日 高 图 说 》， 可 以 推 想 古 日 高 图 (图 3 ) 
与 古 证 应 较 本 文 所 示 稍 复杂 一 些 ， 详 见 [14]。 








2。 杨辉 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 自 言 “ 辉 尝 置 海 岛 小 图 于 
座 右 ， 乃 见 先贤 作法 之 万 一 "可知 杨辉 是 依据 当时 仍 在 流传 的 
古 海岛 图 来 论证 的 。 本 文 所 附 海岛 图 (图 4 )， 相 当 于 杨辉 的 隔 
水 量 笔 的 附 图 ， 证 明 也 实质 上 即 杨辉 的 证 明 或 古 时 的 海岛 原 
证 。 

3。 李 满 在 《 重 差 图 序 》 中 说 “望海 岛 昌 有 图 解 ", 又 说 “ 旧 
图 于 形 外 别 作 同 积 二 方 "。 这 说 明 李 漠 时 还 能 见 到 海岛 古 图 ( 依 
李 序 即 古 重 差 图 )， 而 从 “ 辐 积 二 方 ” 一 语 看 来 ， 这 古 图 中 是 
有 许多 长 方形 从 形 外 别 作 而 来 的 。 
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4。 证明 中 我 们 避免 应 用 推论 之 二 ,因为 从 比例 关系 还 须 经 
过 某 些 运 算 变 化 才能 得 出 最 后 公式 ， 而 这 种 运算 变化 在 我 国 古 
代 文 献 中 颅 少 依据 ， 三 上 义 夫 在 所 著 论 《海岛 算 经 》 的 一 章 中 
( 见 [18]， 页 33~36)， 曾 经 依据 比例 及 其 算法 认 为 我 国 天 元 
术 代 数学 的 产生 ， 可 从 13 世纪 提前 一 千年 至 刘 微 时 期 ,这 种 过 
誉 游 美 之 辞 ， 我 们 认为 是 不 应 接受 的 。 

5。 我 们 的 证 明 只 需 极 简单 的 论证 ， 从 最 基本 的 一 些 关系 
自然 地 直接 获得 刘 徽 原著 所 列举 的 那些 形式 上 颇 为 复杂 的 公 
式 。 这 足 为 这 些 证 明基 本 上 符合 刘 微 原意 的 一 个 旁证 。 与 之 相 
反 ， 在 利 玛 赛 口译 ， 徐 光 启 笔 受 的 《测量 法 义 》 中 ， 以 表 测 高 
的 第 10 题 实质 上 与 海岛 题 相 同 ， 其 证 明 颇 有 事 先 已 知 海岛 公 
式 而 强 欲 用 《 儿 何 原本 》 生 搬 硬 套 来 获 证 ， 因 而 不 无 穿 涂 调 琢 
之 嫌 。 由 于 《测量 法 义 》 一 书 不 易 见 到 ， 故 将 利 玛 窦 的 原 图 原 
证 作为 本 文 附录 原样 照 录 ， 以 供 大 家 参考 。 

以 下 将 就 《海岛 算 经 》 九 题 逐 一 证 明 。 为 了 便利 读者 ， 原 
题 以 及 术 日 将 依 古 原著 照 录 ， 而 在 括号 中 注 明 附 图 相应 的 点 或 
线段 ， 诸 公式 即 是 原来 术 文 的 直接 转述 。 


【一 】 望海 岛 

今 有 望海 岛 (4B)， 立 两 表 DE、FG) 齐 高 三 丈 ， 前 后 相 
去 (EG) 千 步 ， 令 后 表 与 前 表 参 相 直 。 从 前 表 (DE) 却 行 (EH) 
一 百 二 十 三 步 ， 人 目 著 地 (H) 取 望 岛 峰 (4)， 与 表 末 (D) 参合 。 
从 后 表 (FG) 却 行 (GD) 一 百 二 十 七 步 ， 人 目 著 地 (了 ) 取 望 岛 峰 
(4)， 亦 与 表 末 (F) 参 合 。 问 岛 高 (4B) 及 去 表 (BE) 各 几何 ? 

术 日 : 

以 表 高 乘 表 间 (EC) 为 实 ， 相 多 (CI- EH) 为 法 ， 除 之 。 所 
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得 加 表 高 ， 即 得 岛 高 。 求 前 表 去 岛 远 近 者 ， 以 前 表 却 行 乘 表 间 
为 实 ， 相 多 为 法 ， 除 之 ， 得 岛 去 表 里 数 。 
望海 岛 公式 : 
= 麦 间 x 麦 高 
岛 高 = 各 多 “+ 家 高 


(前 ) 表 去 岛 = 麦 间 3。 





1 

1 

1 

1 

1 

J 

1 

} 
-------J4x 

1 

J 

1 

上 

1 

了 





R E HG 7 
图 4 
证 如 图 4， 从 口 A1 与 F 得 
DFJ = OFB, 
又 从 口 AH 与 D 得 
DDK= 口 DB。 
相 减 得 DOF- ODK = OEF, 
或 ， 
后 表 却 行 x( 岛 高 - 表 高 ) - 前 表 却 行 x ( 岛 高 一 表 高 ) 
= 表 间 x 表 高 ， 
由 此 即 得 岛 高 公式 。 


又 从 口 DB= 口 DK 得 
前 表 去 岛 x 表 高 = 前 表 却 行 x ( 岛 高 一 表 高 )。 
应 用 岛 高 公式 即 得 表 去 岛 公 式 。 
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【二 】 望 松 

今 有 望 松 (AB) 生 山 〈BC) 上 ， 不 知 高 下 。 立 两 表 (DE、 
FG)， 齐 高 二 丈 ， 前 后 相去 (EG) 五 十 步 ， 令 后 表 (FG) 与 前 
表 (DE) 参 相 直 。 从 前 表 却 行 (EH) 七 步 四 尺 ， 薄 地 (H) 遥 
望 松 末 (A4)， 与 表 端 (D》 参 合 。 又 望 松本 (B)， 入 表 (D7) 二 
尺 八 寸 。 复 从 后 表 却 行 《GIT) 八 步 五 尺 ， 洲 地 遥望 松 末 (4)， 
亦 与 表 端 (F) 参 合 。 问 松 高 (4B) 及 山 去 表 (CE) 各 几何 ? 

术 日 : 

以 入 表 乘 表 间 (EG) 为 实 ， 相 多 〈GCT- EH) 为 法 , 除 之 。 
加 入 表 ， 即 得 松 高 。 求 表 去 山 远近 〈CE) 者 ， 置 表 间 , 以 前 表 
却 行 乘 之 为 实 ， 相 多 为 法 ， 除 之 ， 得 山 去 麦 。 

望 松 公式 ， 


= 表 间 x 入 表 _ 
松 高 = 和 多 + 入 表 ， 
= 表 间 x 前 表 却 行 
表 去 山 = 入 多 。 
证 先 将 松 高 图 (图 5) 与 海岛 图 相 比较 ， 视 4AC 为 海岛 ， 


则 表 去 岛 即 此 处 之 表 去 山 CE， 故 由 海岛 公式 得 
- 表 间 x 前 表 却 行 
表 去 山 = 得 多 。 


其 次 将 前 表 两 测 从 松 高 图 中 割裂 而 作 松 高 辅助 图 (图 6 )， 
则 从 口 AH 与 DD 得 
口 DK= 口 DC。 
又 从 口 BH 与 了 得 
口 世 = 口 JC。 
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两 式 相 减 得 
DMK- DIN= 口 JO 
或 即 
前 表 却 行 x 松 高 前 表 却 行 x 入 表 = 表 去 山 x 入 表 。 





由 此 得 


_ 表 去 山 x 入 表 
松 高 ~” 前 表 寺 行 + 入 表 。 


这 一 公式 在 以 后 经 常用 到 将 称 之 为 松 高 辅助 公式 。 以 表 去 山 公 
式 代 入 这 一 辅助 公式 ， 即 得 所 求 松 高 公式 。 





【三 】 望 邑 
今 有 南 望 方 吕 (ABCD)， 不 知 大 小 。 立 两 表 (E, F) 东 西 相 
去 (EF) 六 丈 ， 齐 人 目 ， 以 索 连 之 。 令 东 表 (与 邑 东南 隅 (C) 
及 东北 隅 (了 B) 参 相 直 。 当 东 表 之 北 却 行 (FG) 五 步 ， 遥 望 邑 西北 
隅 (4)， 入 索 东 端 (IF) 二 丈 二 尺 六 寸 半 。 又 却 北 行 去 玫 (FH) 
十 三 步 二 尺 ， 遥 望 邑 西北 阳 ( 人 4) 适 与 西 表 (E) 相 参 合 。 问 邑 方 
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(4B) 及 吧 去 表 (BF) 各 几何 ? 

术 日 : 

以 入 索 腰 后 去 表 ， 以 两 表 相 
去 除 之 ， 所 得 为 景 差 。 以 前 去 表 
减 之 不 尽 ， 以 为 法 。 置 后 去 表 ， 
以 前 去 表 减 之 , 余 以 习 入 索 为 实 ， 
实 如 法 而 一 ， 得 邑 方 。 

求 去 表 远 近 者 ， 置 后 去 表 ， 
以 景 差 减 之 ， 余 以 乘 前 去 玫 为 
实 。 实 如 法 而 一 ， 得 即 去 表 。 

望 邑 公 式 : 





入 索 x (后 去 表 一 前 去 家 )， 
色 方 = 盆景 闫 -前 天 表 


._ 前 去 表 x (后 去 表 - 景 差 ) 
邑 去 才 - “明王 -前 去 家。 。 
证 添 作 17 与 JK 如 图 7 ( 望 吧 图 )。 从 名 股 相 似 形 7K 有 
与 HEF 得 


HK= JKXFH _ IFxFH 


EF EF 





称 HK 为 景 差 ， 即 得 所 求 景 差 公式 。 
今 将 图 7 与 望海 岛 图 比较 ， 视 4B 为 海岛 ,IF，JK 为 前 
后 两 表 ， 则 两 图 闻 的 关系 对 照 如 下 表 所 示 : 
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| 望 双 望 海岛 
L Be 和 Ne i 
AB | 双方 岛 高 
TITF | 入 索 表 高 
FK=FH- KH | 后 去 表 - 景 差 表 间 
BF | 妈 去 表 (前 》 表 去 岛 
FG | 前 去 表 前 玫 却 行 
KH | 景 差 后 表 却 行 
KH- FG | 景 差 - 前 去 表 相 多 
GH= FH- FG 了 本 
REE- 中 6) | 后 去 表 - 前 去 家 表 间 + 相 多 


依据 这 一 对 照 表 ， 岛 高 与 表 去 岛 公 式 ， 即 各 变 为 邑 方 与 色 
去 表 公式 。 


【四 】 望 谷 : 

今 有 望 深谷 (BFG)， 候 矩 (BAC) 岸 上 ， 令 名 (BA) 高 六 尺 。 
从 多 端 (B) 望 谷底 (G) 入 下 股 (AD) 九 尺 一 寸 。 又 设 重 矩 (B/ A 
C' ) 于 上 ， 其 矩 间 (AA/ ) 相 去 三 丈 。 更 从 句 端 (B/ ) 望 谷底 (G)， 
入 上 股 (4' D7/ ) 八 尺 五 寸 。 问 谷 深 (AE) 几 何 ? 

术 日 ， 

置 矩 间 。 以 上 股 乘 之 ， 为 实 。 上 、 下 股 相 减 ， 余 为 法 ， 除 
之 。 所 得 以 句 高 减 之 ， 即 得 谷 深 

望 谷 公式 ， 

谷 深 = 撼 间 关上 股 _ 句 高 。 


下 股 - 上 股 
证 如 图 8 ( 望 谷 图 )， 从 口 B'G 与 D' 得 : 
OD’H’ = OD’E,。 
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从 口 BG 与 D 得 : H 








ODH = ODE, ! 
相 减 得 口 D'I= 口 D'4- 口 DF。 pi 
因 器 D/T= 品 AT- 口 B/D/ 1 
= 口 BD - DB’D’ 出 i | 


= 名 高 x( 下 股 一 上 股 )， 
口 DA= 拨 间 x 上 股 ， | 
ODF= DDE-DOAF L 
= 谷 深 x (下 股 一 上 股 )， ， 
故 得 。 谷 深 x (下 股 - 上 股 )=  ，! 
矩 间 x 上 股 一 句 高 x( 下 股 - 上 G 
股 )。 由 此 得 望 谷 公式 。 图 & 





| 


【五 】 望 楼 

今 有 登山 (47) 望 楼 (HG)， 楼 在 平地 。 翁 矩 (BAC) 山上 ， 
令 名 (BA) 高 六 尺 ， 从 句 端 (B) 斜 望 楼 足 (G)， 入 下 股 (4D) 一 
丈 二 尺 。 又 设 重 矩 (BA' C' ) 于 上 ， 令 其 间 相 去 (A’ A) 三 丈 。 
更 从 旬 端 (8 ) 斜 望 楼 足 (GC)， 入 上 股 (4'D' ) 一 丈 一 尽 四 寸 。 
又 立 小 表 〈BE'D' ) 于 入 股 之 会 (D' )， 复 从 句 端 〈(B' ) 斜 望 楼 
岑 端 ( 吾 )， 入 小 麦 (FE' D' ) 八 寸 。 问 楼 高 (HG 几何 ? 

术 上 日， 上 下 股 相 减 ， 余 为 法 。 置 矩 间 ， 以 下 股 乘 之 ， 如 句 
高 而 一 。 所 得 ， 以 入 小 表 乘 之 ， 为 实 。 实 如 法 而 一 ， 即 是 楼 


楼 高 = 乱 轩 站 民 x 入 修志/( 下 股 一 上 股 )。 
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证 如 图 9 ( 望 楼 图 )。 视 
GH 为 山 HK 上 之 松 ，D'J 为 前 
表 ， 却 行 至 B/ 以 望 松 。 则 从 望 
松 辅助 公式 得 

_ (去 楼 -上 股 ) x 入 小 表 
楼 高 = 下 股 


+ 入 小 表 
= 山 去 楼 x 入 小 表 
上 股 


从 句 股 相似 形 B“ GT 与 
B'D'A’ 得 
出 去 楼 /上 股 = 《山高 + 甜 闻 
+ 句 高 )/ 句 高 。 
视 GT 为 深谷 ， 则 从 望 谷 公式 得 
山高 + 句 高 = 和 矩 间 x 上 股 /( 下 股 一 上 上 股 )。 
由 此 诸 式 即 得 望 楼 公式 。 








【六 】 望 波 口 

今 有 东南 望 波 口 (48B)。 立 两 表 南 (D)、 北 (C) 相去 (CD) 
九 丈 ， 以 索 薄 地 连 之 。 当 北 玫 之 西 却 行 去 表 (CE) 六 丈 , 薄 地 
遥望 波 口 南岸 (8)， 入 索 北端 (CH) 四 到 二 寸 。 以 望 北岸 (4)， 
入 前 所 望 表 里 (GH) 一 丈 二 尺 。 又 却 后 行 去 表 (CF) 十 三 丈 五 尺 ， 
薄 地 遥望 波 口 南 岸 (8B)， 与 南 表 (D) 参 合 。 问 波 口 广 〈4B) 几 
何 ? 

术 日 : 

以 后 去 表 乘 入 索 ， 如 表 相 去 而 一 。 所 得 ， 以 前 去 表 减 之 ， 
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余 以 为 法 。 复 以 前 去 表 减 后 去 才 ， 余 以 乘 入 所 望 表 里 为 实 。 实 
如 法 而 一 ， 得 波 口 广 。 
户 波 口 公式 : 
3 x 一 前 
这 i 
证 补 作 JK 等 线 如 图 10 卫生 全 代表]. 
(电波 口 图 )， 今 与 望 松 题 2 相 
比较 ， 令 图 中 AB= 松 ，A1= 
山 ，CH= 前 表 ，JK-= 后 表 ， 
则 HK= 表 间 ，FJ_CE -= 相 
多 。 在 望 检 与 望 波 口 之 问 有 下 
天 中 的 关系 。 
今 代 望 松 公式 有 


_ 入 表 x 表 间 
松 高 = 全 相 多 ”+ 入 表 








= 入 表 Xx ( 表 间 + 相 多 ) 
相 多 


或 即 图 10 
~ _ 入 所 望 表 里 x (后 去 表 一 前 去 表 ) 
波 口 广 = 相 多 





从 名 股 相似 形 FJK 与 FCD 有 


或 即 
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以 所 得 相 多 代入 前 波 口 广 公式 ， 即 得 所 需 公式 。 


【七 】 望 清 淹 

今 有 望 清 湖 ， 渊 下 有 和 白石 (G)。 优 和 矩 (BAC) 岸 (AH) 上 , 令 
名 (BA) 高 三 尺 ， 斜 望 水 岸 (F)， 入 下 股 (AE) 四 尺 五 寸 。 望 白 
石 ， 入 下 股 (AD) 二 尺 四 寸 。 又 设 重 矩 (8’A’C’) 于 上 ， 其 间 
(4A4’ ) 相 去 四 尺 。 更 从 句 端 (B' ) 斜 望 水 岸 (F)， 入 上 股 (4A' E' ) 
四 尺 。 以 望 白石 (G)， 入 上 股 (A’D’) 二 尺 二 寸 。 问 水 深 几 何 ? 

术 日 ; 

置 望 水 上 、 下 股 ， 相 减 ， 余 以 乘 石上 股 为 上 率 。 又 以 望 石 
上 、 下 股 相 减 ， 余 以 乘 望 水 上 股 为 下 率 。 两 率 相 减 ， 余 以 乘 矩 
间 为 实 。 以 二 差 相 乘 为 法 。 实 如 法 而 一 ， 得 水 深 。 

望 渊 公式 : 

水 深 = 矩 间 x (上 率 -- 下 率 ) , 

( 望 水 下 股 一 望 水 上 股 ) x ( 望 石 下 股 - 望 石上 股 ) 

其 中 上 率 = 望 石上 股 x ( 望 水 下 股 - 望 水 上 股 )， 

下 率 = 望 水 上 股 x ( 望 石 下 股 - 望 石上 股 )。 

证 如 图 11 ( 望 浏 图 )，FH 为 水 面 ，AH 为 岸 高 ，47 为 
石 深 ，FC 为 水 深 。 今 视 GI 为 深谷 ，G 为 谷底 ， 则 AI 为 谷 深 、 
故 依 望 谷 公式 有 
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石 深 = ， 撼 间 x 望 石上 股 
剖 石 下 股 一 望 看 上 股 
一 句 高 。 
又 视 FH 为 深谷 ,，F 为 谷底 。 则 
AH 为 谷 深 ， 故 依 望 谷 公式 有 
和 矩 间 x 望 水 上 股 


岩 高 = 面 水 下 股 一 重水 上 服 
一 名 高 。 





因 

水 深 = 石 深 一 岸 高 。 
故 将 上 两 式 相 减 ， 即 得 所 求 望 渊 公 
式 。 








【 八 】 望 津 

今 有 登山 望 津 (FC)， 津 在 山南 。 假 矩 (B4C) 山上, 令 句 高 
(B84) 一 丈 二 尺 。 从 旬 端 (B) 斜 望 津南 岸 (F)， 入 下 股 (AD) 二 大 
三 尺 一 寸 。 又 望 津 北岸 (G)， 入 前 望 股 里 (DBE) 一 丈 八 寸 。 更 登 
高 岩 ， 北 却 行 (4AB) 二 十 二 步 ， 上 登 (4'H) 五 十 一 步 。 优 和 矩 
(B' A'C' ) 山 上 ， 更 从 句 端 (B' ) 斜 望 津南 岸 (F)， 入 上 股 
(4’D') 二 丈 二 尺 。 问 津 广 (FG) 几何 ? 

术 日 : 

以 句 高 乘 下 股 ， 如 上 股 而 一 ， 所 得 以 句 高 减 之 , 余 为 法 。 置 
北 行 以 句 高 乘 之 ， 如 上 股 而 一 ， 所 得 以 减 上 登 。 余 以 乘 入 股 里 
为 实 。 实 如 法 而 一 ， 即 得 津 广 。 

望 津 公式 ， 
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津 广 = 





下 股 x 句 高 _ 
上 采 “外 高 


证 “将 图 12 《 望 津 图 ) 与 望 松 图 
相 比较 ， 视 FG 为 松 生 山 GN 上 ，CA 
与 KJ 为 前 后 两 表 。 由 松 高 公式 ， 得 
松 高 = 人 者; 交加 + 入 玫 


入 表 Xx ( 相 多 + 表 间 ) 
相 多 





式 中 松 高 =FG 即 津 广 ， 入 表 = 
DE 即 入 股 里 , 表 间 = AJ。 5 


a 
相 多 = MJ- AB= MJ- 句 高 。 
相 多 + 表 间 = MJ+ AJ 一 名 高 = L8H- 名 高 
=A’H-B'L= 上 登 -B'L。 
故 上 式 变 为 ， 


~ 入 股 里 x( 上 登 ~ 了 3B" 工 ) 
染 广 -和服 里 x (上 是 
今 从 向 股 相似 形 BLM 与 BrA'D' 得 


B'L= MLxB'A' _ ARBxB'A' _ 北 行 x 句 高 
五 7A7 D’A” 上 服 日 


又 从 句 股 相似 形 MJ7 与 BA'D' 得 


M7= ArD7r ”一 AD 上 胶 。 
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以 之 代入 上 津 广 公式 ， 即 得 所 求 望 津 公式 。 到 

【 九 】 临 邑 

今 有 登山 (AL) 临 忆 (HT JKE)， 吧 在 山南 。 价 义 (BAC) 山 
上 ， 令 名 高 (84) 三 尺 五 寸 。 令 句 端 (8) 与 邑 东 南阳 (J) 及 东 
北 隐 (K) 参 相 直 。 从 旬 端 (B) 遥 望 东 北 隅 (K)， 入 下 股 (AE) 一 
丈 二 尺 。 又 施 横 句 (BEEF) 于 入 股 之 会 (BE)， 从 立 句 端 (B) 望 西 北 
隅 (五 )， 入 横 句 (EC) 五 尺 。 望 东南 隅 (J)， 入 下 股 (AD) 一 
丈 八 尺 。 又 设 重 矩 (B' A'C' ) 于 上 ， 令 和 矩 间 (A'A) 相 去 四 丈 。 更 
从 立 旬 端 (8 ) 望 东南 隅 (J)， 入 上 股 (4A' D' ) 一 丈 七 尺 五 寸 。 问 
邑 广 (HK)、 长 (JK) 各 几何 ? 

术 日 ; 

以 名 高 乘 东 南阳 入 下 股 如 上 上 股 而 一 。 所 得 ， 减 句 高 ， 余 为 
法 。 以 东北 隅 下 股 减 东 南阳 下 股 ， 余 以 乘 矩 间 为 实 。 实 如 法 而 
一 ， 得 邑 南 北 长 也 。 求 邑 广 ， 以 入 横 句 乘 矩 间 为 实 。 实 如 法 而 
一 ， 即 得 邑 东 西 广 。 

临 昌 公式 ， 


5 北 长 = 短 间 x (东南 下 股东 北 下 服 )， 
有 人 甘南 下 用 负 商 -名 训 





中 XM 
邑 东 西 广 = -二 和 外 于 
于 末 下 展 x 名 高 -人 


证 先 将 图 13 〈 临 邑 图 ) 与 望 松 图 相 比 较 ， 视 吧 南北 长 
JK 为 松 生 于 山 KL 上 ， 又 视 DA 为 表 ， 从 B 点 遥望 ， 则 
入 表 = DE= AD -AE= 东南 下 股 - 东北 下 股 
表 去 山 = AL， 
前 表 却 行 = AB= 句 高 。 
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依 松 高 辅助 公式 有 
_ 表 去 山 x 入 表 _( 才 去 山 + 前 表 却 行 ) x 入 表 
松 高 =” 前 3 前 表 部 行 





表 却 行 








_ BLx (东南 下 股 一 东北 下 股 ) 
色 南 北 长 = 和 人 
次 将 图 13 与 望 谷 图 相 比 较 ， 视 JL 为 谷 ，AL 为 岸 。 则 谷 
深 = AL， 句 高 = AB。 故 依 望 谷 公式 有 
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以 此 代入 前 式 ， 即 得 所 求 双 长 公式 。 
其 次 在 句 股 相似 形 BHK 与 BGE 中 ， 
HK = 吧 东 西 广 ，GE = 入 横 句 ， 故 有 


吧 东 西 广 = -2 全 模 名 。 


又 由 句 股 相似 形 BKL 与 BEA 得 
BK _BL  BL 
BE “BA 而 高 ， 
故 得 


~ __BL x 入 横 句 
吧 东 西 广 = 一 而 高 


o 


将 BL 依 前 式 代 入 ， 即 得 所 求 邑 广 公式 。 


附 录 


利多 窗口 译 徐光启 笔 授 的 《测量 法 义 》 第 10 题 以 表 测 高 
以 及 徐光启 《测量 异同 》 第 四 题 以 重 表 兼 测 无 远 之 高 无 高 之 远 ， 
实质 上 即 《海岛 算 经 》 的 望海 岛 第 一 题 , 只 是 添上 了 人 高 而 已 
图 14 甲乙 为 欲 测 之 高 ， 炎 和 王 、 丁 丙 为 表 ， 丑 子 、 已 成为 人 , 利 
玛 赛 原 证 照 录 如 下 
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论 日 ， 两 测 较 卯 辛 与 表 目 较 辛 丁 或 癸 袖 ， 其 比例 若 距 较 戊 
子 或 已 丑 与 庚 甲 。 何 者 。 已 辛 与 辛 丁 既 若 已 庚 与 庚 甲 [五 卷 四 ]， 
更 之 ， 即 已 辛 与 己 庚 若 辛 丁 与 庚 甲 也 [五 卷 十 一 ]， 依 显 丑 寅 与 
丑 庚 若 实 癸 与 庚 甲 也 ， 则 丑 实 与 丑 庚 亦 若 辛 丁 与 庚 甲 也 ,[ 辛 丁 
与 实 癸 等 故 ], 而 已 辛 全 线 与 已 庚 全 线 若 已 辛 所 截取 之 已 卯 ,[ 已 
卯 与 丑 寅 等 故 ]， 与 已 庚 所 截取 之 丑 康 也 ， 则 已 辛 全 与 已 庚 全 
亦 若 己 注 分 余 之 卯 辛 与 已 庚 分 余 之 已 丑 也 [五 卷 十 九 ]， 前 已 论 
己 辛 与 己 庚 若 辛 丁 与 庚 甲 即 卯 辛 与 已 丑 亦 若 辛 丁 与 庚 甲 也 。 更 
之 , 即 两 测 较 卯 辛 与 表 目 较 辛 丁 若 距 较 等 子 成 之 已 丑 与 甲 庚 也 。 
若 却 后 而 得 壬 子 ， 则 反 上 论 之 。 


后 记 


本 文 写成 后 重读 李 继 闵 同志 的 4 从句 股 比率 论 到 重 差 术 》， 
李 文 提出 对 重 差 一 词 的 解释 以 及 我 国 古 代 测 望 理论 “出 入 相 补 ” 
一 全 “相似 句 股 理论 "一 一 重 差 术 的 发 展 过 程 ， 论 证 令 人 信服 。 
但 车 仅 用 比例 重 差 来 证 明 ， 则 海岛 图 不 应 再 添 许多 线段 以 补 成 
若干 长 方形 ， 这 显 与 杨辉 、 李 江 所 见 的 旧 海 岛 图 不 同 ， 一 个 可 
能 是 杨 李 所 见 的 旧 图 并 非 刘 微 记 用 的 重 差 图 。 可 异 刘 微 的 《 重 
差 图 说 》 已 经 失传 ， 难 以 印证 。 不 论 如 何 ， 这 些 证 明 在 细节 上 
略 有 出 入 ， 基 本 上 都 体现 了 我 国 古代 几何 学 的 固有 特色 ， 与 以 
平行 线 等 作为 中 心 概念 的 欧 几 里 得 几何 体系 异 其 情趣 ， 这 应 该 
是 肯定 的 。 
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出 入 相 补 原理 


我 国 古 代 几 何 学 不 仅 有 悠久 的 历史 ， 丰 富 的 内 容 ， 重 大 的 
成 就 ， 而 且 有 一 个 具有 我 国 自己 的 独特 风格 的 体系 ， 和 西方 的 
哆 几 里 得 体系 不 同 。 这 一 几何 体系 的 全 貌 还 有 待 于 发 气 清理 ， 
本 文 仅 就 出 入 相 补 原理 这 一 局 部 方面 ， 就 所 知 提 出 几 点 ， 主 要 
根据 是 流传 至 今 的 以 下 各 经 典 著作 : 

《 周 钥 算 经 》( 简 称 《 周 苯 》)， 

《 九 章 算 术 》( 简 称 《 九 章 》)， 

刘 徽 《 九 章 算术 注 》( 简 称 《 刘 注 》)， 

《海岛 算 经 》( 简 称 《 海 岛 》)， 

赵 爽 《日 高 图 说 》 和 《和 句 股 圆 方 图 说 》( 人 简称 《 日 高 说 > 和 
《名 股 说 》) 。 

田亩 丈量 和 天 文 观测 是 我 国 几何 学 的 主要 起 源 ， 这 和 外 国 
没有 什么 不 同 ， 二 者 导致 面积 问题 和 勾 股 测量 问题 。 稍 后 的 计 
算 容器 容积 、 土 建 工程 又 导致 体积 问题 。 我 国 古代 几何 学 的 特 
色 之 一 是 ， 依 据 这 些 方面 的 经 验 成 果 ， 总 结 提高 成 一 个 简单 明 
白 的 一 般 原 理 一 一 出 入 相 补 原理 ， 并 且 把 它 应 用 到 形形色色 多 
种 多 样 的 不 同 问 题 上 去 。 以 下 将 列举 这 些 不 同 的 应 用 。 


一 、 简 单 应 用 和 比例 理论 


所 谓 出 入 相 补 原理 ， 用 现代 语言 来 说 ， 就 是 指 这 样 的 明显 
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事实 : 一 个 平面 图 形 从 一 处 移 


D 
置 他 处 ， 面 积 不 变 。 又 车 把 图 Ed 


形 分 割 成 若干 块 ， 那 么 各 部 分 P @ 
积 ， 因 而 图 形 移 置 前 后 诸 面积 i 


间 的 和 、 差 有 简单 的 相等 关 
系 。 立 体 的 情形 也 是 这 样 。 

应 用 这 一 原理 ， 容 易 得 出 三 角形 面积 等 于 高 底 相 乘积 的 一 
半 这 一 通常 公式 ， 由 此 以 定 任意 多 角形 的 面积 。 作 为 另 一 简单 
实例 ， 可 以 观察 图 1 ， 如 果 看 作 把 AACD 移 置 AACB 处， 又 
把 工 、 玫 各 移 置 到 I，I“， 那 末 依 出 入 相 补 原 理 有 : 

= 于/， 口 PC = ORC...... ( 指 面积 相等 ) 

由 此 得 

OPxOS=ORxO0，POxOCc=RBxBC，…… 
因而 AR:00= OR:CQO, AB:0Q0=BC:QC, .…... 
就 是 相似 勾 股 形 ARO 和 OQC、ABC 和 08C 的 相应 勾 股 成 比 
例 。 并 且 可 以 导出 其 他 相应 部 分 的 比例 关系 。 

以 上 这 些 极 简单 的 结果 虽然 没有 在 《 九 章 》 中 明确 说 出 ， 
但 是 《 九 章 》 中 曾经 多 处 用 这 些 关系 来 解决 各 种 具体 问题 ， 参 
看 《 刘 注 》。 


二 、 测 望 术 和 重 差 理论 


在 《 周 藤 》 中 ,就 有 用 两 表 测 日 影 以 求 日 高 的 方法 ,公式 是 
-= 玫 高 x 表 距 
日 高 = 直 爱 + 表 高 。 
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如 图 2， 其 中 4 是 日 ，BI 是 地 平面 ,ED、GF 是 先后 两 表 ,DH 
和 FT 是 日 影 。《 海 岛 》 改 测 日 的 高 为 测 海岛 的 高 ， 同 图 AB 是 
海岛 H、1 是 人 目 望 岛 顶 和 两 表 上 端 相 参合 的 地 方 ， 于 是 日 
高 公式 成 为 : 


刘 征 证 明和 所用 的 图 都 已 经 失传 ， 但 是 据 现 存 《 日 高 说 》 和 残 
图 以 及 其 他 佐证 ， 原 证 当 大 致 如 下 : 
由 出 入 相 补 原理 ， 得 


口 JG= 口 GB, (1) 
OKE= 口 EB， (2) 
相 减 得 DIG- OKE=OGD, 
所 以 (FI- DH) x AC= ED x DF, 
即 表 目 距 的 差 x ( 岛 高 - 表 高 ) = 表 高 x 表 距 。 


这 就 得 到 上 述 公式 。 





图 2 


按 《 海 岛 》 共 九 题 都 属 测 望 之 类 ， 所 得 公式 分 母 上 都 有 两 
测 的 差 ， 重 差 这 一 名 称 可 能 由 此 而 来 ， 其 余 八 题 公式 都 可 依 出 
入 相 补 原理 用 和 上 面 类 似 的 方法 证 明 ， 从 略 。 
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元 朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 中 有 和 《海岛 ?完全 类 似 的 几 个 题 ， 
朱 世 杰 对 这 些 题 的 解法 应 该 有 古代 相传 下 来 的 一 定 来 历 。 依 照 
朱 对 海岛 一 题 的 解法 ， 我 们 认为 原 证 比 上 面 所 示 的 可 能 稍 复杂 
一 些 。 如 图 3 ， 现 在 重 作 证 明 如 下 : 

由 出 入 相 补 原理 除 (1?、(2) 外 又 有 


口 PG = 口 GD， (3) 
由 (1)、(2)、(3) 得 
口 JN = 口 EB = OKE, 
所 以 IM =DH, (4) 


FM=FI-IM=FI-DH= 表 目 距 的 差 。 








由 《3) 式 就 得 到 海岛 公式 。 

如 果 依 照 欧 几 里 得 几何 体系 的 习惯 证 法 ， 那 就 自然 应 该 添 
一 平行 线 GM' / AH， 如 图 4， 再 利用 相似 三 角形 和 比例 理论 
作证 。 清 代 李 潢 以 及 近代 中 外 数学 史家 大 都 依 这 法 补 作 海岛 公 
式 证 明 ， 这 当然 不 是 刘 币 的 原意 ， 也 和 我 国 古代 几何 传统 相 违 
背 。 注 意 作 平行 线 的 时 候 ， 应 有 FM' = DH， 和 前 面 (4) 式 相 
比 ，M 和 M’ 的 位 置 完全 不 同 。 

明 末 利 玛 赛 来 我 国 ， 他 的 主要 学 术 工作 之 一 是 介绍 网 几 里 
得 几何 体系 。 他 曾 口授 《测量 法 义 》 一 书 ， 其 中 载 有 和 海岛 题 
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DH FMMI 
图 4 


完全 类 似 的 一 题 。 在 他 所 作 的 证 明 中 ， 需 要 在 FI 上 取 一 点 M 
使 (4) 式 成 立 ， 再 用 比例 理论 作证 ， 如 图 4 。 按 常理 来 说 , 利 
玛 赛 应 该 作 平行 线 而 取 M' 使 得 FM’ = DH， 但 是 他 一 反 欧 几 
里 得 惯例 而 和 我 国 古代 传统 不 谋 而 合 ， 颇 使 人 迷惑 不 解 。 现 在 
提出 这 一 问题 ， 希 望 大 家 共同 探讨 。 


三 、 勾 股 定理 


在 《 周 租 》 和 《 九 章 》 中 ， 都 已 经 明确 给 出 了 勾 股 定理 的 
一 般 形式 ， 勾 "+ 股 "= 弦 *。 虽 然 原 证 不 传 ， 但 是 据 《 句 股 说 》 
以 及 《 刘 注 》 都 依 出 入 相 补 原理 证 明 ， 并 且 有 遗留 到 现在 可 
以 用 来 作证 的 赵 爽 残 图 ， 这 几 方 面 互相 参照 ， 原 证 应 该 大 致 如 
下 : 如 图 5 ， 勾 股 形 是 ABC，BCDE 是 勾 方 ，EFGH 是 股 方 ， 
把 二 者 的 和 DB CF GH 的 ABDTI 移 到 A4BC ,AGHI 移 到 A4FG， 
就 得 到 ABIG = 弦 方 *， 由 此 得 到 勾 股 定理 。 

欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 匀 股 定理 的 证 明 如 图 6 所 示 ， 其 
中 要 先 证 有 关 三 角形 全 等 形 以 及 三 角形 面积 的 一 些 定理 ， 为 此 
要 做 不 少 准 备 工作 ， 因 而 在 《几何 原本 》 中 直到 卷 一 之 末 出 现 
这 一 定理 ， 而 在 整个 《几何 原本 》 中 几乎 没有 用 到 。 而 在 我 国 ， 
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图 5 图 6 


勾 股 定理 在 《 九 章 》 中 已 经 有 多 种 多 样 的 应 用 ， 成 为 两 千 来 年 
数学 发 展 的 一 个 重要 出 发 点 ， 参 阅 以 下 各 节 和 文 末 附 表 。 在 东 
西方 的 古代 几何 体系 中 ， 勾 股 定理 所 占 的 地 位 是 颇 不 相同 的 。 


四 、 勾 、 股 、 弦 及 其 和 差 互 求 


勾 、 股 、 弦 和 它们 之 间 的 和 差 共 九 个 数 ， 只 须知 道 其 中 的 
两 个 就 可 以 求 得 其 他 几 个 。 除 勾 、 股 、 弦 互 求 就 是 开平 方 之 外 ， 
《 九 章 》 勾 股 章 中 有 不 少 这 方面 的 问题 。 

1。 知 股 弦 差 、 勾 ， 求 股 、 弦 〈 五 题 )。 

2。 知 勾 股 差 、 弦 ， 求 勾 、 股 “〈 一 题 )。 

3。 知 股 弦 差 、 勾 弦 差 ， 求 勾 、 股 ， 弦 〈 一 题 )。 

4。 知 股 弦 和 、 勾 ， 求 股 、 弦 “〈 一 题 )。 

各 题 都 列 出 了 一 般 公 式 , 《 句 股 说 ?的 许多 命题 也 属 这 一 类 《 刘 

注 》 还 给 出 了 证 明 ， 公 式 的 来 历 和 证 明 的 方法 都 依据 出 入 相 补 

原理 ， 有 的 也 用 比例 原理 作 别 证 。 试 以 勾 股 章 第 十 三 折 往 题 为 
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例 。 题 设 竹 高 已 知 ， 竹 在 某 处 折断 ， 竹 梢 着 地 ， 着 地 处 和 竹 根 
距离 也 己 知 。 求 折断 处 的 高 度 ， 如 图 7 。 如 果 以 着 地 处 和 丛 根 
的 距离 作为 勾 ， 就 是 从 股 弦 和 、 色 求 股 的 问题 , 《 九 章 》 原 文 给 
出 的 公式 是 ， 


竹 梢 Hi 


折 竹 处 


他 根 位 梢 


图 7 
股 弦 差 = 句 ? / 股 防 和 ， 
《 刘 注 》 又 给 出 了 另 一 公式 ， 


2 x 股 孩 和 “ 

为 了 证 明 前 一 公式 ， 可 以 
考虑 图 二 其 中 正方 形 ABCD 
和 AEFG 的 边 各 是 勾 股 形 的 弦 
和 股 。 依 勾 股 定理 曲 尺 形 
上 BCDGF 的 面积 应 该 等 于 勾 ?。 现 在 把 口 FD 如 图 移 到 口 CH, 那 
末 依 出 入 相 补 原理 ， 口 BH 的 面积 是 多?， 而 它 的 边 长 各 是 股 纺 
和 、 股 弦 差 ， 就 得 到 上 面 的 前 一 公式 。 

另 一 公式 的 刘 徽 证 明 也 相 类 似 。 试 考察 图 9 ， 其 中 右 下 角 

80 








曲 尺 部 分 面积 依 勾 股 定理 等 于 义 *, 所 以 粗 黑 线 围 成 部 分 等 于 股 
弦 和 "*- 勾 *。 把 长 方形 工 移 到 工 , 依 出 入 相 补 原理 ,这 一 面积 是 
斜 线 部 分 的 两 倍 , 就 是 2 x 股 x 股 弦 和 ,由 此 就 得 到 另 一 公式 。 


五 、 秦 九 部 公式 


秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 中 有 一 题 是 已 知 不 等 边 三 角形 田地 三 
边 的 长 〈 称 大 斜 、 中 斜 、 小 斜 ， 以 下 简 记 为 大 \. 中 小 ), 求 田地 
面积 。 秦 九 韶 的 解法 相当 于 下 面 的 一 般 公 式 ， 


可 -二 [es 大 -( 关 > 全 =- 电 


秦 的 公式 来 历 不 明 ， 证 明 也 失传 了 。 
现在 补 作 一 证 如 下 : 

作 大 斜 上 的 高 分 大 斜 成 两 部 分 ， 
作为 勾 股 形 的 股 和 弦 ， 如 图 10。 由 
于 《 九 章 》 已 给 出 三 角形 面积 等 于 
1/2X 高 x 大， 所 以 问题 归结 为 怎样 











大 斜 
求 高 ， 或 怎样 求 股 。 由 于 网 10 
股 弦 和 = 大， 
勾 "= 弦 "一 股 "= 中 "一 小 ， 
所 以 问题 归结 为 怎样 从 股 防 和 、 色 求 股 。 依 上 节 的 刘 征 公 式 ， 
得 ， 


股 - 股 弦 和 ?- 勾 * _ 大 ?一 (中 ?一 小?) 
2 XxX 股 改 和 2x 大 


高 := 小 ?一 股 := 小 一 ( 大 人 去 中 ? Js 
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由 此 就 得 到 秦 的 公式 。 

按 秦 公式 的 形式 十 分 古怪 ， 当 是 依 某 种 思路 自然 引导 到 这 
一 形式 的 。 上 面 的 证 法 颇 为 自然 ， 也 符合 我 国 古代 几何 的 传统 
特色 ， 说 它 是 原 证 ， 也 是 不 无 可 能 的 。 

在 西方 有 所 谓 海伦 公式 〈a、b 、c 是 三 角形 三 边 的 长 ); 三 
角形 面积 = TVlarbtobre-a le ra bat b-c) ， 





这 一 公式 形式 十 分 漂亮 。 正 因为 这 样 ， 如 果 已 知 海伦 公式 而 再 
来 推出 秦 的 公式 ， 将 是 不 可 思议 的 ， 相 反 ， 从 秦 的 公式 化 简 成 
海伦 的 公式 ， 乃 是 比较 自然 的 发 展 。 

据 此 我 们 至 少 可 以 断言 ， 秦 的 公式 是 独立 于 海伦 公式 而 得 
来 的 。 

关于 海伦 的 生平 ， 从 公元 前 二 世纪 到 公元 后 十 世 纪 以 后 ， 
数学 史家 聚 讼 纷 绒 。 至 于 海伦 留 传 到 现在 的 著作 ， 历 代 都 重新 
纺 繁 过 ， 有 所 增 改 ， 已 经 不 是 本 来 面目 。 这 是 熟悉 希腊 数学 史 
的 应 予 澄清 的 事 ， 这 里 就 不 考虑 了 。 


六 、 开 平 、 立 方 


从 勾 、 肌 求 弦 ， 先 把 勾 、 股 平方 后 相 加 ,再 开平 方 就 得 弦 。 
因而 勾 股 定理 的 应 用 自然 导致 开平 方 的 问题 。 事 实 上 ，《 周 佣 》 
中 已 经 给 出 了 若干 具体 数目 的 平方 根 ， 而 在 《 九 章 》 中 ， 更 详 
细 说 明了 开平 方 的 具体 方法 和 步骤 。 这 一 方法 的 根据 是 几何 的 ， 
就 是 出 入 相 补 原理 。 试 以 求 55225 的 平方 根 为 例 。 这 相当 于 已 
知 正方 形 ABCD 的 面积 是 55225， 求 边 AB 的 长 ， 如 图 11。 按 
我 国 记 数 用 十 进位 位 值 制 ， 因 AB 显然 是 一 个 百 位 数 ， 所 以 求 
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AB 的 方法 就 是 依次 求 出 百 位 数字 、 十 位 数字 和 个 位 数字 。 先 估 
计 〈《 九 章 》 中 用 “ 议 ” 字 ) 百 位 数字 用 2 ， 因 而 在 4B 上 截取 
AE = 200， 并 且 作 正 方形 ABEFG， 它 的 边 EF 的 两 倍 称 为 “ 定 
法 "”。 把 4AEFG 从 ABCD 中 除去 ,所 余 曲 尺 形 EBCDGF 的 面积 
是 55225- 2002= 15225。 其 次 估计 十 位 数字 是 3 ， 在 EB 上 截 
取 EH=30， 并 且 补 成 正方 形 AHIJ。 从 AEFG 所 增加 的 曲 尺 
形 EHIJGF 可 以 分 解 成 三 部 分 : 口 PH， 口 FJ， 口 FI， 面 积 依 
次 是 30xEF，30xFG，30:， 其 中 EF=FG=200， 所 以 从 
ABCD 中 除去 AHEIJ， 所 余 曲 尺 形 HBCDJI 的 面积 是 
15225— (2x30x200+302) = 2325。 
现在 再 估计 个 位 数字 是 5 ， 在 HB 上 截取 HK = 5， 并 补 作 正 方 
形 4AKLM, 从 ABCD 中 除去 后 所 余 曲 尺 形 面积 和 前 同 法 应 该 是 
2325— (2x5Xx230+52)= 0。 
由 此 知 和 B 重合 而 55225 的 平方 根 恰 好 是 235。 
求 立方 根 的 方法 和 步骤 和 这 相似 ， 但 是 要 把 一 立方 体 逐 步 
进行 分 解 ， 比 平方 根 求法 稍 复杂 ,所 依据 的 仍 是 出 入 相 补 原理 。 
这 在 《 九 章 》 中 也 有 详细 叙述 。 


D=M C=L 
J 
G 





A 五 下 有 = 下 
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我 国 开平 立方 法 来 源 很 十 ， 它 的 几何 本 质 十 分 清晰 ， 而 且 
从 方法 上 可 以 看 出 我 国 独 有 而 世界 古代 其 他 民族 所 无 的 位 值 制 
记 数 法 的 高 度 优越 性 。 不 仅 这 样 ， 至 迟到 十 一 世纪 中 叶 ， 我 国 
就 已 经 把 开平 立方 法 推广 到 开 任 何 高 次 寡 ， 就 是 所 谓 “ 增 乘 开 
方法 >”， 并 且 出 现 了 有 关 的 二 项 式 定理 系数 表 ， 就 是 所 谓 “ 开 方 
作法 本 源 图 ”。 从 这 一 方法 的 几何 渊源 看 来 ， 如 果 说 当时 的 我 
国 数学 家 已 经 有 高 维 方 体 和 高 维 几何 的 稚 影 ， 似 乎 不 是 全 无 根 
据 的 。 


七 、 解 二 次 方程 


在 开平 方 的 过 程 中 ， 曾 经 出 现象 图 8 中 黑 线 部 分 那样 的 图 
形 ， 其 中 2x EF 称 定 法 。 开 平方 在 求 得 4E 后 ， 其 次 儿 步 在 
于 从 曲 尺 形 EBCDGF 的 已 知 面积 求 得 EB。 现 在 把 口 DF 移 到 
口 CH， 那 末 依 出 入 相 补 原理 ， 口 BH 面积 已 知 ， 此 外 口 BH 的 
两 边 EH 和 EB 的 差 就 是 定 法 2x EF， 也 有 已 知 数值 。 因 而 求 
EB 的 问题 可 以 转化 为 下 面 的 问题 : 

(4) 已 知 一 长 方形 〈 品 BE) 的 面积 、 长 冰 差 ， 求 长 冰 。 

反 过 来 ， 这 一 问题 的 解法 ， 可 依 开 平方 中 第 二 步 以 下 的 方 
法 求 得 ， 称 为 “ 开 带 从 平方 "”。 自 《 九 章 》 以 来 用 下 面 的 语句 
来 表达 : 

(B) 以 (长 方形 面积 ) 为 实 ，( 长 阔 差 ) 为 从 法 ， 开 方 除 
之 ， 得 ( 阅 )”。 

以 上 “从 法 ”一 名 ， 当 来 自 开 平方 过 程 中 的 “ 定 法 ”，“ 开 
方 ” 一 词 也 说 明了 它 的 来 历 。 

下 面 的 例 取 自 《 九 章 》》 如 图 12。 图 中 ABCD 是 一 方 城 ， 
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出 北 门 北 行 若干 步 到 G 有 木 ， 出 南 门 南 行 若干 步 到 了 再 西行 若 
干 步 到 互 ， 恰 可 望 见 木 G ,问题 是 求 方 城 每 边 的 长 。 据 《 刘 注 》 
的 方法 是 依 出 入 相 补 原理 得 口 EJ=2DEG=2DKG=2x 北 
步 x 西 步 。 又 口 EB7 的 长 阔 差 是 南 步 + 北 步 。 所 以 解法 是 以 2x 
北 步 x 西 步 为 实 ， 以 南 步 + 北 步 为 从 法 ， 开 平方 除 之 ， 得 BEI， 
也 就 是 方 城 边 长 。 

不 仅 应 用 开平 方法 可 得 问题 4) 的 数值 解 ， 而 且 应 用 出 
入 相 补 原理 ， 还 可 以 求 得 解答 的 精确 表达 式 。 如 果 以 长 方形 的 
益 为 勾 ， 长 为 股 ， 那 末 问 题 (4) 相当 于 ， 





(〈C) 已 知 勾 股 积 、 勾 股 差 ， 求 么 、 股 。 

为 此 考虑 赵 爽 残 图 如 附 图 13。 图 中 大 小 两 正 方 形 的 边 长 
各 是 勾 股 和 、 勾 股 差 ， 所 以 得 

勾 股 和 ?= 4 勾 股 积 + 勾 脱 差 ?。 由 此 得 勾 股 和 ， 因 而 得 勾 
和 股 。 同 样 也 可 从 勾 股 和 、 勾 股 积 求 得 勾 和 股 ， 这 一 方法 可 以 
参阅 《 勾 股 说 》 的 末 一 命题 。 

宋 元 时 期 明确 引入 了 未 知 数 的 概念 。 如 果 以 x (当时 称 为 
天 元 一 ) 表 长 方形 阔 ， 那 末 问 题 〈4) 相当 于 解 一 个 二 次 方程 


2 二 GOX= by 
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其 中 a 相当 于 从 法 ，b 相当 于 实 。 所 以 在 古代 实质 上 已 经 给 出 
了 这 一 形式 二 次 方程 《a 、b 都 是 正 数 )》 的 近似 解 和 精 确 解 ， 
前 者 在 宋 元 时 期 发 展 为 求 任意 高 次 方程 的 数值 解法 ， 后 者 昌文 
献 散 佚 不 可 查考 ， 但 是 据 唐 初 王 孝 通 的 著作 以 及 史书 关于 祖 冲 
之 引述 看 来 ， 不 能 排除 我 国 曾经 对 三 次 方程 用 几何 方法 求 得 精 
确 表 达 式 的 可 能 性 。 参 阅 钱 宝 琼 《中 国 数学 史 》 关 于 祖冲之 开 
差 短 、 开 差 立 的 讨论 。 

在 其 它 各 国 ， 九 世纪 花 刺 子 摸 的 代数 学 名 著 中 列举 了 各 种 
类 型 二 次 方程 的 精确 解法 ， 它 的 方法 是 几何 的 ， 它 的 精神 实质 
和 出 入 相 补 原理 颇 相 类 似 。 十 六 世纪 意大利 数学 家 关于 三 次 方 
程 解法 ， 也 完全 是 几何 的 。 


八 、 体 积 理论 和 刘 微 原理 


如 果 规 定 长 方形 的 面积 是 长 洲 的 积 ， 那 末 依 据 出 入 相 补 原 
理 ， 容 易 得 到 : 


(1) 三 角形 面积 = 二 x 高 x 底 。 
由 此 可 以 完全 英 定 平面 多 角形 的 面积 理论 。 但 是 在 空间 情 


形 ， 如 果 规 定 长 方 体 的 体积 是 长 、 广 、 深 的 积 。 是否 依据 出 入 
相 补 原理 ， 可 以 推 得 


(2) 四 面体 体积 = 计 x 高 x 底面 面积 ， 
由 此 以 建立 多 面体 的 体积 理论 ， 就 不 是 那 末 明 显 而 是 极为 困难 
的 问题 。 欧 洲 直到 十 九 世纪 末 ， 才 把 它 作为 一 个 难题 明确 地 提 


出 来 。1900 年 希 尔 伯 特 在 国际 数学 会 上 所 作 著 名 讲演 中 , 把 体 
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积 理论 列 为 二 十 三 个 问题 之 一 。 这 一 问题 立即 为 德 恩 所 解决 ， 
答案 是 否定 的 : 两 个 多 面体 要 分 割 成 彼此 重合 的 若 干 多 面体 ， 
必须 满足 某 些 条 件 ， 通 称 德 恩 条 件 。 自 此 以 后 直到 1965 年 ,一 
位 瑞士 数学 家 西 德 勤 才 证 明了 德 轧 条 件 也 是 充分 的 。 但 是 问题 
决 不 能 认为 已 经 彻底 解决 。 从 希 尔 伯 特 直到 晚近 ， 多 面体 体积 
理论 仍 不 断 成 为 一 些 知 名 数学 家 讨论 的 课题 。 德 恩 条 件 叙 述 复 
杂 ， 也 难以 认为 是 合宜 的 最 后 形式 。 

在 这 种 情势 下 ， 看 看 中 国 古 代 对 这 一 问题 的 处 理 方式 是 不 
无 有 启发 性 的 。 

《 九 章 》 以 至 《 刘 注 》 解 决 体积 问题 的 出 发 点 是 把 一 般 的 
多 面体 分 解 为 一 些 基本 的 立体 。 先 把 一 长 方 体 斜 剖 为 二 ， 如 图 
14(1)， 得 两 秀 堵 ， 如 图 14(2)， 再 把 堵 轰 斜 前 为 二 ， 一 个 是 
阳 马 ， 如 图 15(1)， 一 个 是 鳖 腾 ， 如 图 15(2), 其 中 鉴 恬 的 
特征 是 AB 和 平面 BFG 垂直 ，FG 和 平面 ABF 垂 直 。 由 于 任 
一 多 面体 可 以 分 割 为 四 面体 ， 而 任 一 四 面体 可 以 分 割 为 六 个 鉴 
腾 ， 如 图 16， 所 以 问题 归结 为 求 整 鹏 〔 以 及 阳 马 的 体积。 依 
刘 徽 原 话 ， 就 是 所 谓 阳 马 、 浆 有 恬 ,，“ 功 实 之 主 也 ”。 





(2) 
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(2) 





图 15 


其 次 的 问题 是 怎样 求 得 阳 马 和 丈 腾 的 体积 。 如 果 长 方 体 成 
为 立方 体 ， 那 么 分 解 所 得 的 阳 马 的 体积 是 束 里 的 两 倍 。 刘 徽 作 
了 长 篇 的 分 析 ， 得 出 结论 是 ， 这 个 论断 普遍 成 立 ， 用 刘 的 原 话 
是 ;“ 阳 马 居 二 ， 鉴 恬 居 一 ， 不 易 之 率 也 。” 我 们 把 它 称 为 

刘 微 原理 ” 斜 解 一 长 方 体 ， 所 得 阳 马 和 鉴 腾 的 体积 的 比 恒 
是 二 比 一 。 

从 这 一 原理 容易 得 到 浆 锋 和 阳 马 的 体积 公式 。 由 此 又 容易 
得 到 (2) 式 ， 因 而 整个 多 面体 的 体积 理论 可 奠基 于 刘 微 以 及 出 
入 相 补 这 两 个 原理 之 上 。 
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刘 微 对 自己 原理 有 详细 的 分 析 说 明 ， 实 际 上 就 是 这 一 原理 
的 证 明 。 遗 憾 的 是 因为 年 代 久 远 ， 文 字 有 错误 脱落 ， 已 经 难以 
索 解 ， 但 是 无 疑 是 一 极限 过 程 的 证 法 。 把 这 一 段 彻底 弄 清 ， 将 
是 一 件 很 有 意义 的 工作 *。 按 希 尔 伯 特 和 他 的 后 继 者 们 的 研究 
指出 ， 体 积 理论 和 面积 理论 不 同 ， 除 要 有 出 入 相 补 原理 外 ， 必 
须 辅 以 连续 一 类 公理 。 也 有 人 (例如 沙 顿 诺 斯 基 ，1903 年 ) 提 
出 排除 连续 公理 ， 直 接应 用 (2) 式 作为 建立 体积 理论 的 基础 。 但 
是 这 样 就 要 先 证 明 (2) 式 中 高 和 底面 积 的 乘积 凡 四 都 彼此 相等 ， 
这 既 不 明显 也 不 简单 ， 似 不 如 刘 微 原理 和 出 入 相 补 原理 的 显 欠 
自然 。 

总 之 ， 多 面体 的 体积 理论 到 现在 还 余 蕴 未 尽 ， 估 计 中 国 古 
代 几 何 中 的 思想 和 方法 ， 或 许 对 进一步 的 探讨 还 不 无 帮助 。 


九 、 妆 除 公式 


《 九 章 》 中 列举 了 各 种 多 面体 的 体积 ， 依 据 的 就 是 出 入 相 
补 原理 和 阳 马 览 腾 公式 。 现 在 以 姜 除 即 隧道 (图 17》 为 例 , 图 
中 ABCD 是 地 面 ， 成 一 梯形 ，CDEF 是 隧道 的 一 端 ， 成 垂直 
平面 中 的 梯形 。 整 个 隧道 依 剖 面 IJK 对 称 。EG、FH 和 CD 垂 
直 是 隧道 的 深 , 1] 是 隧道 地 面 的 长 ，CD、EF、AB 各 称 上 广 、 
下 广 、 末 广 。《 九 章 》 给 出 的 公式 是 ， 


羔 除 体积 = 二 (上 广 + 下 广 + 末 广 )x 深 x 长 。 


** 这 一 段 事实 上 早已 弄 清楚 ， 人 参阅 近年 来 丹麦 华 道 安 与 自然 科学 史 研 究 所 郭 
奉 书 的 一 些 论著 以 及 有 关 论 文 。 
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《 刘 注 》 的 证 法 是 先 把 羡 除 分 解 , 如 在 图 17 中 CD>>A4B>EF 的 
情形 ， 分 解 成 一 个 思 堵 EFGHLM， 两 个 小 鉴 肢 4GEZL 和 
BFHM, 两 个 不 正规 大 鉴 有 恬 ACEG 和 BDFB, 再 应 用 琢 堵 , 鉴 丑 
公式 和 上 一 节 公式 (2)， 就 得 到 这 一 公式 。 这 一 方法 在 《 九 章 》 
中 用 来 求 得 例如 刍 蔓 、 刍 童 、 盘 池 、 冥 谷 等 多 面体 的 体 积 公 
式 。 

如 果 依 1JK 剖面 取 羡 除 的 一 半 ， 所 得 IJKACE 如 图 18 是 
一 斜 截 直 柱 体 ， 是 把 一 个 以 色 股 形 为 底面 的 直 柱 体 斜 截 而 成 ， 
它 的 体积 是 三 高 平均 值 和 底面 面积 的 积 。 因 由 任意 曲面 所 围 成 
的 立体 可 以 看 作 近 似 地 由 这 样 的 斜 截 直 柱 体 构成 ， 所 以 据 此 可 
以 得 出 函数 了 (x,y》 的 积分 近似 公式 ， 犹 之 微 积分 中 求 曲 线 下 
面积 的 辛普森 积分 近似 公式 。 因 而 痰 除 公式 具有 重要 意义 。 

让 


J MB 
A E 
3 pa 
电 
E K F J 了 
图 17 图 18 


在 西方 ， 斜 截 直 柱 体 的 体积 公式 最 早 见于 1794 年 勤 根 德 

尔 所 著 《 几 何 原 理 》 一 书 ， 因 此 也 称 为 勒 根 德尔 公式 。 勒 根 德 

尔 一 书 是 从 欧 几 里 得 《几何 原本 》 以 后 最 早 可 以 代替 《几何 原 

本 》 的 名 著 ， 它 的 有 关公 式 的 证 明 同 样 依据 四 面体 体 积 公式 ， 
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但 是 它 的 分 解 方法 和 《 刘 注 》 不 同 。 此 外 某 些 多 面体 西方 也 有 
不 同 的 分 解法 和 证 法 ， 不 妨 中 外 参照 ， 加 以 比较 。 


十 、 球 体积 和 祖 晓 原理 


从 《 九 童 》 到 《 刘 注 》， 我 国 对 多 面体 的 体积 已 经 建立 了 
相当 完整 的 理论 体系 。 但 是 对 于 求 曲 面 图 成 的 立体 ， 特 别 是 球 
的 体积 问题 ， 却 遇 到 了 困难 。 这 一 球体 积 问 题 ， 直 到 南北 朝 祖 
蜡 才 完全 解决 ,为 此 并 且 提 出 了 所 谓 

祖 晒 原 理 ” 宪 势 既 同 ， 则 积 不 容 异 。 

这 一 原理 在 公元 十 七 世纪 以 卡 瓦 利 里 原理 的 形式 重 见 于 网 
洲 ， 成 为 微 积分 得 以 创立 的 关键 性 的 知识 。 

祖 哈 关 于 球体 积 公式 的 证 明 见 于 《 九 章 》 的 唐 李 淳 风 注 ， 
论证 极其 详细 清晰 。 证 明 分 三 步 : 

(1) 在 一 立方 体 中 依 两 不 同方 向 作 两 内 切 圆柱 体 ， 它 的 共 


同 部 分 称 “ 件 合 方 益 "。 取 立方 体 的 十， 其 中 方 着 部 分 称 内 


棋 ， 此 外 三 部 分 称 外 棋 。 依 祖 星 原理 可 得 ， 
计 球 体积 :吉方 盖 体 积 =:4。 


(2》 从 立方 体 的 二 制 出 一 个 立 的 阴 马 ， 应 用 勾 股 定理 证 得 


三 外 模 等 高 处 截面 积 的 和 跟 阳 马 同 高 处 的 截面 积 相等 。 

(3》 再 应 用 祖 蜡 原理 , 知 三 外 棋 体积 的 和 跟 阳 马 体积 相 
等 。 

由 阻 马 的 体积 公式 ， 就 可 以 从 上 述 三 步 得 球体 积 公 式 。 
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按 件 合 方 盖 是 刘 油 所 引入 的 ， 第 一 步 的 结果 实质 上 也 已 经 
为 刘 徽记 求 得 。 事 实 上 ， 在 《 刘 注 》 中 ， 他 已 经 多 次 应 用 了 祖 
晓 原 理 来 求 曲 面 围 成 立体 的 体积 ,例如 从 方 堡 堵 求 圆 堡 封 ， 从 
方 锥 求 圆锥， 从 方 亭 求 圆 亭 , 都 已 经 使 用 这 方法 。 祖 蝶 的 功绩 ， 
不 仅 在 于 具体 求 出 了 钙 合 方 盖 因 而 求 出 球 的 体积 ， 更 在 于 把 实 
际 上 已 知 并 且 已 经 广泛 应 用 的 实践 经 验 总 结 提高 到 一 般 原 理 的 
形式 。 是 否 应 该 把 祖 量 原理 改称 为 刘 祖 原理 , 是 可 以 商讨 的 。 

从 祖 眶 原理 可 以 立即 得 出 前 面 讲 到 的 刘 微 原理 , 因而 多 面 
体 的 体积 理论 也 可 以 建立 在 出 入 相 补 原理 和 祖 由 原理 这 两 个 
浅显 易 明 的 基本 原理 之 上 .在 欧洲 ,直到 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 》 
问世 以 后 ， 二 十 世纪 初 年 ， 才 有 人 《例如 绪 思 ) 考虑 依 卡 瓦 利 
里 原理 以 建立 体积 理论 的 问题 。 


十 一 、 其 他 


《 九 章 》 中 有 丰富 的 几何 学 内 容 ， 即 使 局 限于 出 入 相 补 原 
理 ， 除 了 已 经 见于 前 面 的 各 节 的 以 外 ， 还 有 一 些 成 果 成 为 我 国 
数学 以 后 发 展 的 重要 出 发 点 。 例 如 所 谓 勾 股 容 圆 问题 ， 在 李 痊 
的 《 测 圆 海 镜 》 中 已 经 有 了 很 大 的 发 展 。 又 如 前 面 提 到 过 的 所 
谓 方 城 问 题 ， 在 秦 九 韶 , 李 冶 等 著作 中 已 经 把 方 城 改 成 了 圆 城 ， 
这 是 旧 有 方法 所 不 能 解 的 。 为 此 宋 元 时 期 创立 了 所 谓 天 元 术 一 
类 新 的 理论 和 方法 ， 不 仅 可 以 用 来 解决 许多 新 问题 ， 对 老 的 问 
题 〈 所 谓 古 问 ) 也 提供 了 新 的 有 力 工 具 ， 和 老 的 方法 〈 所 谓 古 
法 ) 相 比 可 以 “省 功 数 倍 "。 这 些 新 理论 新 方法 的 实 质 在 于 几 
何 的 代数 化 ， 乃 是 解析 几何 的 前 奏 ， 也 是 近代 代数 学 的 前 驱 。 
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出 入 相 补 、 刘 微 、 祖 眶 等 一 般 原理 的 建立 , 说 明 我 国 十 代 
学 者 具有 高 度 的 抽象 概括 能 力 ， 善 于 在 深入 广泛 的 实践 基础 上 
往 高 里 提 。 这 些 原理 之 简单 易 明 正 可 和 它们 的 应 用 之 广 互相 辉 
喘 。 这 是 我 国 古代 数学 的 一 种 独特 风格 ， 着 重 在 问题 的 解决 以 
及 解决 的 一 般 方法 和 一 般 原理 原则 。 同 样 的 风格 也 可 见 之 于 几 
何 的 代数 化 、 位 值 制 记 数 法 等 等 。 这 和 西方 数学 之 偏重 于 概念 
和 概念 之 间 的 相互 逻辑 关系 ， 是 异 其 旨 趣 的 。 

我 国 数学 经 典 著作 散人 铁 的 多 而 保存 的 少 ， 就 象 祖 幅 原理 ， 
也 只 敬 李 淳 风 一 注 才 得 以 留 传 下 来 。 象 这 一 类 重要 成 果 而 失传 
无 从 考查 的 ， 当 不 在 少数 。 尽 管 如 此 ， 只 从 留 传 至 今 的 典籍 看 
来 ， 我 国 数学 的 生产 实践 方面 的 渊源 和 发 展演 变 的 线索 ， 仍 旧 
很 分 明 ， 参 见 下 面 两 个 附 表 。 











表 i 
天 文 一 >》 高 远 一 > 勾 股 、 重 差 
田亩 一 》 面 积 一 一 一 一 一 一 -| 一 > 出 入 相 补 原理 
土建 一 > 体积 
| 0 
一 > 祖 咕 原理 
训 二 
色 股 一 > 开平 方 一 > 开 立 方 一 > 开 高 次 
J | 0 条 并 方法 | 
开 带 从 平方 一 > 开 带 从 立方 
一 > 高 次 方程 数值 解 
( 正 负 开 方 术 》 


一 > 天 乱 术 > 四 罕 术 
| 





几何 代数 化 ”代数 学 


《< 九 章 算术 注释》 的 序 


《 九 章 算术 》 是 我 国 古代 流传 下 来 的 一 部 数学 巨著， 不 仅 
指导 着 我 国 数学 的 发 展 达 两 千 余 年 之 久 ， 而 且 对 世界 数学 的 发 
展 也 有 不 可 估量 的 巨大 影响 、 线 性 联 立方 程 组 的 解法 及 有 关 正 
负数 的 引入 只 其 一 例 而 已 。 我 国 古代 数学 有 它 自 己 的 体系 与 形 
式 ， 与 西方 之 以 欧 几 里 得 几何 为 代表 的 所 谓 公 理化 体系 者 旨 趣 
既 异 ， 途 径 亦 殊 。《 九 章 算术》 与 《几何 原本 》 东 西 辉 映 ， 
无 疑 是 数学 史上 的 两 大 传世 名 著 ， 也 是 现代 数学 的 两 大 源 
泉 。 

《 九 章 算术 》 的 刘 微 注 是 数学 上 的 又 一 伟大 成 就 。 刘 徽 注 
不 仅 提出 了 丰富 多 采 的 创见 与 发 明 ， 并 以 严密 的 数学 用 语 描述 
了 有 关 数 学 概念 ， 对 《 九 章 算术 》 中 的 许多 结论 给 出 了 严格 证 
明 。 他 所 采用 的 证 明 方 法 ， 不 仅 有 综合 法 、 分 析 法 ， 而 且 有 时 
还 兼用 反 证 法 。 他 沿袭 我 国 古代 的 几何 传统 ， 使 之 趋 于 完备 ， 
形成 具有 独特 风格 的 几何 体系 。 刘 微 的 发 明 、 创 造 对 后 世人 有 
所 启发 ， 即 使 对 于 现今 数学 也 有 不 少 借鉴 之 处 。 从 对 数学 贡献 
的 角度 来 衡量 ， 刘 微 应 该 与 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 等 相 提 并 
论 。 

遗憾 的 是 , 像 传 本 《 九 章 算术 》 与 刘 微 注 这 样 的 伟大 著作 ， 
由 于 古今 文字 过 异 ， 专 门 名 词 与 现代 通用 者 更 大 不 相同 ， 加 上 
文字 简略 ， 用 字 深 奥 ， 使 当代 有 志 者 难于 领略 。 白 尚 想 同志 博 
征 详 考 ， 对 全 书 用 现代 通俗 易 懂 的 语言 详 加 注释 ， 既 使 国内 外 
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对 我 国志 代数 学 有 兴趣 的 人 士 易 于 涉猎 了 解 ， 也 使 研究 我 国 古 
代数 学 的 发 展 及 刘 徽 与 其 他 人 如 李 淳 风 等 的 创见 有 途 可 循 ， 为 
之 称 便 。 这 是 一 件 十 分 有 意义 的 事 。 为 此 不 揣 冒 昧 ,并 志 数 语 ， 
聊 为 此 书 出 版 作 贺 。 
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在 中 外 数学 史 讲 习 班 
开幕 典礼 上 的 讲话 


同志 们 : 

今天 是 中 外 数学 中 讲习 班 的 开幕 典礼 ， 我 首先 在 此 表示 祝 
贺 ! 我 想 ， 这 种 讲习 班 决 不 会 只 是 办 一 次 ， 以 后 可 能 每 一 年 或 
至 少 每 两 年 总 要 举行 的 。 这 不 仅 对 于 数学 史 的 研究 ， 而 且 对 于 
整个 数学 的 发 展 都 是 一 件 很 重要 的 事 ! 

了 解 历史 ， 特 别 是 数学 史 ， 正 象 江 老 已 经 说 过 的 ， 它 的 重 
要 意义 是 不 言 而 喻 的 。 假 如 你 对 数学 的 历史 发 展 ， 对 于 一 个 领 
域 的 发 生 和 发 展 ， 对 一 个 理论 的 兴旺 和 衰落 ， 对 一 个 概念 的 来 
龙 去 脉 ， 对 一 种 重要 思想 的 产生 和 影响 等 这 许多 历史 因素 都 弄 
清 了 ， 我 想 ， 对 数学 就 会 了 解 得 多 ， 对 数学 的 现状 就 会 知道 得 
更 清楚 、 深 刻 ， 还 可 以 对 数学 的 未 来 起 一 种 指导 作用 ， 也 就 是 
说 ， 可 以 知道 数学 究竟 应 该 按 怎样 的 方向 发 展 可 以 收 到 最 大 的 
效益 。 

这 个 讲习 班 ， 现 在 是 取 名 为 “中 外 数学 史 讲 习 班 ”。 前 面 
有 “中 “外 ”两 字 ， 而 且 讲 习 的 课程 是 分 两 部 分 ， 前 面 一 部 
分 是 讲 西 洋 的 数学 史 ， 后 面 一 部 分 是 讲 中 国 的 数学 史 。 我 想 ， 
对 数学 史 的 现状 来 说 ， 这 样 的 做 法 也 是 比较 合适 的 。 当 然 ， 这 
是 第 一 步 ， 以 后 还 应 该 有 第 二 步 、 第 三 步 。 西 洋 数 学 史 和 中 国 
数学 史 分 成 两 段 来 讲 。 是 符合 当前 情况 的 ， 也 是 符合 某 些 历史 
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上 的 情况 的 。 依 我 个 人 的 理解 ， 也 不 一 定 很 正确 ， 现 在 大 学 学 
的 数学 是 西洋 数学 ， 是 从 希腊 欧 几 里 得 系统 下 来 的 数学 。 从 历 
史 来 看 ， 我 总 觉得 有 两 条 发 展 路 线 ， 一 条 是 从 希腊 欧 几 里 得 系 
统 下 来 的 ， 另 一 条 是 发 源 于 中 国 ， 影 响 到 印度 ， 然 后 影响 到 世 
界 的 数学 。 这 一 条 线 现 在 不 太 显著 ， 记 以 一 讲 到 数学 就 是 欧 几 
里 得 统治 下 的 、 以 演绎 为 主 的 公理 化 数学 。 可 是 ,如 果 看 看 中 国 
古代 的 数学 就 会 知道 它 的 味道 、 它 的 体系 或 者 说 它 的 思想 和 西 
洋 数学 是 不 一 样 的 。 我 们 中 国 的 古代 数学 ,看 不 出 有 什么 公理 、 
定理 这 一 套 的 词 ， 演 绎 体系 也 不 是 很 明显 的 。 可 是 ， 它 自己 有 
一 套 体 系 ， 这 个 体系 也 不 是 很 清楚 。 但 是 我 想 可 以 借用 严 敦 杰 
老 先 生 的 话 来 说 明 。 严 敦 杰 老 先生 在 数学 史上 的 成 就 是 非常 高 
的 。 在 古代 ， 中 国 的 天 文学 和 数学 是 不 分 家 的 ， 许 多 历法 书 里 
就 有 很 多 数学 。 严 老 先生 对 中 国 天 文 历法 的 研究 也 同样 有 非常 
高 的 成 就 。 我 理解 严 老 有 这 样 的 想法 ， 中 国 的 天 文 发 展 与 西方 
不 一 样 , 所 以 你 必须 从 中 国 自己 的 角度 来 考虑 中 国 自 己 的 天 文 ， 
然后 才能 够 弄 清 中 国 的 天 文 是 怎么 回 事 。 你 不 能 把 西方 的 那个 
天 文学 生 搬 硬 套 到 中 国 天 文学 的 发 展 上 来 。* 我 觉得 严 敦 杰 老 先 
生 对 天 文 的 这 种 想法 也 适用 于 中 国 的 数学 。 当 然 ， 这 要 做 大 量 
的 研究 工作 才能 弄 得 清楚 ， 而 这 在 目前 还 不 容易 做 到 。 总 而 言 
之 ， 我 觉得 数学 的 发 展 有 这 么 两 个 大 的 体系 ， 大 的 思想 ， 大 的 
方向 。 它 们 是 很 不 相同 的 。 不 过 从 利 玛 赛 东 来 把 西方 数学 输入 
之 后 ， 我 们 中 国 的 那 套 思 想 就 给 排斥 掉 了 。 很 少 人 能 够 懂得 这 
一 点 ， 只 有 极 少 数 数学 史家 知道 不 一 样 。 我 们 的 老 前 辈 李 全 先 
生 、 钱 宝 琼 先生 ， 还 有 现在 健在 的 严 敦 杰 先生 ， 在 他 们 的 著作 





*# 参看 例如 下 文 的 最 末 一 段 ， 严 敦 杰 ，《 中 国 古 代 的 黄 赤 道 差 计 算法 》， 载 《 科 
学 史 集 刊 ?，1958 年 ， 第 一 期 。 
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里 经 常 可 以 看 到 他 们 有 这 种 意见 和 这 种 看 法 。 可 是 很 难 把 它 系 
统 整理 成 一 套 … 〈 因 转 磁 带 ， 缺 了 一 段 ) 体系 。 

如 果 “ 公 理化 ”是 导 源 于 希腊 欧 几 里 得 的 西方 数学 的 主要 
思想 ， 则 我 认为 ， 我 们 中 国 的 数学 注重 的 “着 眼 点 ”就 完全 不 
一 样 。 我 用 一 个 名 称 ， 叫 “机 械 化 ”>。 “机 械 化 ”这 个 词 过 去 是 
没有 的 ， 但 现在 它 有 特别 的 意义 。 现 在 是 所 谓 “第 三 次 浪潮 ， 
是 计算 机 、 信 息 时 代 。 我 国 古 代数 学 的 精 莲 是 一 种 机 械 化 的 思 
想 ， 一 种 机 械 化 的 方法 ， 正 好 符合 于 现时 代 的 要 求 和 状况 。 因 
此 ， 我 觉得 对 中 国 古代 的 数学 要 特别 加 以 重视 。 这 一 点 在 希腊 
欧 几 里 得 体系 里 是 找 不 到 的 。 我 的 这 个 看 法 是 比较 个 别 的 ， 象 
江 老 说 的 是 “一 家 之 言 ” 吧 ， 这 里 提出 来 ， 希 望 今后 研究 数学 
史 时 能 注意 这 一 点 。 

刚才 江 老 谈 到 一 本 数学 史 名 著 ， 即 M。 克 莱茵 的 《古今 数 
学 思想 》。 它 着 重 在 数学 的 思想 ， 讲 数学 思想 在 历史 上 的 发 生 、 
发 展 和 影响 。 这 本 书 是 要 把 古今 的 数学 思想 介绍 给 读者 ， 这 些 
数学 思想 作者 都 是 非常 了 解 的 。 可 是 ， 作 者 讲 它 的 书 里 不 包括 
中 国 的 数学 ， 因 为 他 没 法 儿 懂 。 这 还 是 比较 实事 求 是 的 精神 。 
书 里 还 讲 到 许多 印度 数学 ， 没 有 讲 中 国 的 数学 。 我 想 ， 这 是 数 
学 史上 这 几 十 年 应 该 型 清楚 的 一 个 问题 。 

在 钱 宝 琼 先 生 的 《中 国 数学 史 》 中 ， 就 提 到 中 国 与 印度 数 
学 的 关系 。 在 英国 ， 有 一 位 数学 史家 叫 Kaye， 他 就 明确 地 说 
过 ， 印 度数 学 是 欠 了 中 国 数学 的 债 的 ， 印 度 的 数学 是 从 中 国 传 
去 的 。 印 度 的 数学 有 一 个 特点 ， 它 与 西方 的 不 一 样 ， 就 是 我 说 
的 机 械 化 思想 。 这 是 占 居 主 要 的 、 统 治 地 位 的 思想 。 现 在 ， 这 
种 思想 还 不 显著 ， 可 是 也 有 些 露 头 。 最 近 这 些 日 子 ， 国 外 有 一 
批 学 者 来 国内 举办 数学 研究 生 教育 研究 中 心 ， 其 中 有 一 位 对 中 
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国 古 代 的 数学 史 很 重视 。 我 以 前 不 认识 他 本 人 ， 但 我 对 他 的 老 
师 很 有 兴趣 。 他 的 老师 是 印度 人 ， 写 过 一 篇 文章 ， 登 在 美国 数 
学 会 月 刊 上 ， 叫 做 《代数 几何 漫步 >。 代 数 几 何 是 现在 最 难 、 最 
时 澡 而 且 认为 是 非常 重要 的 一 个 领域 。 他 的 《代数 几何 漫步 》 
中 提出 一 种 主张 ， 这 种 主张 用 我 们 现在 的 话 来 讲 ， 就 是 他 不 狗 
成 古代 希腊 的 那 种 做 法 。 他 是 印度 人 ， 他 就 推崇 印度 人 的 那 种 
作法 ， 特 别提 到 印度 在 十 一 、 二 世纪 的 那个 数学 家 Bhaskara。 
他 很 移 成 的 那 种 作法 ， 实 际 上 就 是 我 刚才 讲 的 中 国 古 代 的 机 械 
化 。 他 认为 ， 这 种 方法 也 能 够 取得 西方 欧 几 里 得 的 那 种 成 功 。 
当然 ， 他 的 主张 大 家 都 还 不 接受 。 他 这 人 么 说 ， 但 是 拿 不 出 太 多 
的 东西 来 ， 他 也 做 了 一 些 工作 ， 可 是 还 不 足以 说 明 这 种 方法 的 
优越 性 。 但 是 ， 我 党 得 ， 他 的 主张 是 代表 了 某 些 人 ， 他 们 已 经 
注意 到 了 这 种 机 械 化 的 方法 有 着 潜在 的 巨大 力量 。 我 想 ， 将 来 
经 过 努力 ， 是 会 发 出 芽 来 、 开 出 花 来 的 。 当 然 ， 这 是 要 经 过 很 
大 的 努力 才 行 的 。 

这 个 讲习 班 第 一 次 办 ， 先 介绍 西洋 数学 史 ， 然 后 再 介绍 中 
国 数学 史 ， 这 种 方式 是 很 合适 的 。 第 一 步 就 是 要 把 有 关 的 知识 
普及 给 大 家 。 然 后 ， 许 多 同志 在 学 校 里 讲 数学 史 的 课 ， 至 少 把 
现在 已 经 有 的 成 就 普及 到 广大 的 青年 一 代 ， 再 下 去 ， 就 要 考 碟 
中 西方 数学 的 交流 与 比较 。 我 过 去 对 数学 史 是 有 兴趣 ， 偶 尔 翻 
翻 ， 并 没有 认真 下 功夫 。 可 是 ， 我 对 某 些 书籍 看 了 很 气愤 ! 比 
如 说 《数学 简 史 》 已 翻译 成 中 文 ， 作 者 斯 特洛伊 克 是 一 个 外 
国 的 共产 党 员 。 是 一 个 有 一 定 地 位 的 数学 家 。 他 写 这 本 书 ， 应 
该 说 ， 有 许多 地 方 是 写 得 很 出 色 的 。 比 如 说 ， 我 非常 赞成 的 一 
个 地 方 ， 他 说 现在 的 中 学 教科 书 可 以 明显 看 出 两 个 部 分 : 一 个 
部 分 是 几何 里 面 的 欧 几 里 得 的 希腊 讲法 ， 还 有 一 部 分 算术 、 代 
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数 是 东方 色彩 。 如 果 把 中 学 教科 书 拿 出 来 看 ， 这 两 个 体系 是 贯 
穿 在 一 起 但 并 不 是 很 调和 的 。 也 就 是 说 ， 希 腊 的 那个 体系 想 在 
中 学 占 统治 地 位 ， 但 它 又 是 统治 不 了 的 。 而 且 是 根本 不 可 能 的 。 
这 是 我 的 看 法 ， 也 许 武断 了 一 些 。 当 然 ， 它 还 是 很 重要 的 。 斯 
特洛伊 克 在 那 本 书 中 把 这 一 点 指出 来 是 很 出 色 的 。 可 是 ， 有 的 
地 方 我 是 不 满意 的 。 比 如 ， 他 对 中 国 的 数学 也 讲 了 一 些 。 他 提 
到 两 个 人 ， 一 个 是 祖冲之 ， 一 个 是 秦 九 韶 。 他 们 非常 重要 而 且 
成 绩 很 大 。 可 是 祖冲之 许多 东西 失传 了 ， 你 就 没 办 法 说 、 没 法 
全 部 理解 它 。 斯 特洛伊 克 提 到 祖冲之 ， 提 到 工 的 计算 ， 我 觉得 
这 一 成 就 对 数学 的 发 展 不 是 决定 性 的 。 中 国 数学 具有 重大 意义 
的 有 的 是 ， 的 计算 不 是 最 重要 的 。 我 认为 ， 对 圆周 率 来 一 个 
更 精确 的 估计 ， 这 本 身 不 是 重要 的 。 而 得 到 这 个 结果 的 方法 可 
能 非常 重要 。 但 是 它 现 在 失传 了 ， 你 也 说 不 上 是 怎 么 一 回 事 。 
秦 九 韶 的 “大 衍 求 一 术 ” 也 是 这 样 的 ， 它 对 数学 的 发 展 不 是 决 
定性 的 。 有 决定 性 意义 的 有 的 是 ， 不 能 以 他 为 代表 。 这 还 可 以 
说 斯 特洛伊 克 是 介绍 了 这 两 位 数学 家 ， 他 们 的 确 重要 ， 但 我 以 
为 还 不 是 中 国 数学 的 代表 。 然 而 ， 有 一 处 引起 我 非常 反感 和 气 
局 的 是 他 讲 《 海 岛 算 经 %。 在 《海岛 算 经 》 中 有 一 个 公式 , 它 是 
公元 三 世纪 《263 年 ) 得 到 的 。 那 个 时 候 ， 应 该 有 东西 方 数学 
交流 了 。 斯 特洛伊 克 下 了 一 个 武断 的 结论 ， 说 这 是 从 西方 传 过 
来 的 。 我 党 得 这 简直 是 荒 雇 透顶 ! 这 里 有 一 种 西方 学 者 们 牢 不 
可 破 的 “优越 感 ”， 即 : 我 这 里 什么 都 有 ， 你 的 肯定 是 从 我 西 
方 传 过 去 的 。 我 想 ， 他 是 受 这 样 一 种 思想 支配 的 。 

前 儿 年 ,有 一 位 比利时 的 数学 史家 名 叫 莱 伯 热 西 特 (U.Li- 
bbrecht)， 他 到 中 国 来 座谈 ， 我 参加 了 。 他 讲 过 一 些 话 ， 大 意 
是 :把 希腊 拾得 那么 高 ， 是 当时 欧洲 人 要 从 落后 状态 中 解放 出 
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来 ， 需 要 有 一 种 思想 来 鼓 钴 。 他 用 了 一 个 名 称 叫 “欧洲 中 心 论 ” 
(我 是 第 一 次 听 到 )， 认 为 什么 文化 都 是 发 源 于 欧 洲 的 ， 你 们 
东方 哄 ， 都 是 “野蛮 民族 ”， 一 切 文化 都 是 从 我 们 欧洲 传 过 
去 的 。 莱 伯 热 西 特 提 到 这 样 一 个 名称 ， 我 党 得 是 相当 中 肯 
的 。 

我 讲 这 一 些 ， 是 要 说 明 : 我 们 讲 数学 史 现 在 把 中 、 西 分 开 
来 介绍 ， 将 来 更 重要 的 一 步 是 要 弄 清 楚 东 、 西 方 数 学 的 关系 。 
东方 数学 和 西方 数学 ， 正 象 斯 特洛伊 克 那 本 书 里 讲 的 ， 是 明显 
不 同 的 两 个 体系 ， 有 不 同 的 思想 在 里 面 。 要 说 那么 长 的 岁月 里 
没有 交流 旷 ， 这 是 不 可 想象 的 。 当 然 ， 不 是 象 “ 欧 洲 中 心 论 ” 
和 “西方 至 上 论 ” 的 那些 学 者 讲 的， 东方 的 东西 是 从 西方 传 过 
去 的 。 这 是 荒 雇 的 。 我 们 应 该 作为 历史 问题 来 考虑 ， 应 该 实事 
求 是 ， 从 我 们 掌握 的 资料 来 追查 当时 东方 、 西 方 学 术 上 的 交流 
是 怎样 的 。 一 般 说 来 ， 总 是 文化 高 的 地 区 流向 文化 低 的 。 我 曾 
经 拜访 过 北大 历史 系 或 是 其 他 什么 系 的 一 位 教授 ， 是 江 老 陪 我 
去 见 的 ， 他 是 回族 人 ， 谈 到 阿拉 伯 的 数学 ， 他 就 说 过 这 么 一 名 
话 : “水 总 是 由 高 处 向 低 处 流 的 ， 文 化 一 定 是 从 文化 高 的 地 方 
传 到 文化 低 的 地 方 。” 应 该 是 这 样 。 这 是 从 古代 来 讲 的 ， 现 在 
东方 落后 了 ， 当 然 应 该 接受 西方 先进 的 文化 ,引进 他 们 的 成 就 。 
所 以 ， 现 在 西方 的 学 术 流向 我 们 中 国 是 很 自然 的 ， 只 能 说 我 们 
中 国人 自己 不 争气 ， 落 后 了 。 不 能 不 引进 。 而 在 古代 是 相反 的 ， 
我 们 东方 的 文化 是 处 在 先进 的 地 位 ， 而 欧洲 是 非常 落后 的 。 是 
一 个 宗教 的 “黑暗 时 代 ”， 没 有 什么 文化 。 十 二 、 三 世纪 ,他 们 
甚至 连 加 法 都 认为 是 学 术 上 很 难 的 东西 ， 数 学 教科 书 上 讲 加 法 
就 很 不 错 了 。 象 这 样 落后 的 状况 ， 你 却说 东方 的 文化 不 流向 西 
方 ， 而 是 西方 的 反而 流 到 东方 ， 这 合理 吗 ? 当然 ， 这 是 从 “和 情 


101 


理 ” 方面 来 讲 的 ， 推 测 应 该 是 这 样 的 ， 查 无 实 据 。 这 个 实 据 ， 
我 想 应 该 是 存在 的 ， 等 待 地 下 资料 的 发 掘 , 这 个 发 据 既 需 时 日 ， 
也 靠不住 。 我 们 不 能 把 希望 完全 寄托 在 这 上 面 。 事 实 上 ， 我 相 
信 在 现 有 的 资料 里 面 ， 在 我 们 大 家 所 能 看 到 的 、 能 掌握 的 资料 
里 ， 就 可 以 分 析出 东方 、 西 方 交流 的 情况 ,这 是 要 下 功夫 的 事 ! 
这 不 光 要 看 数学 资料 ， 还 要 看 其 他 的 资料 。 中 国 的 数学 很 大 一 
部 分 是 包含 在 历代 的 历法 即 历 书 中 ， 还 有 其 他 的 需要 借助 的 东 
西 ， 下 功夫 不 是 一 朝 一 夕 的 。 而 且 你 还 要 从 第 一 手 材 料 里 来 ， 
不 能 从 第 二 手 、 第 三 手 的 材料 中 来 。 我 们 拿 一 本 西方 的 数学 史 
书 来 看 ， 它 们 多 得 很 ， 其 中 每 一 本 数学 史 都 是 从 希腊 这 样 传 下 
来 的 。 那 都 是 第 二 手 、 第 三 手 的 材料 经 过 种 种 加 工 才 写 成 的 。 
你 要 真正 了 解 历史 ， 就 必须 追查 第 一 手 材料 。 但 是 ， 一 开头 就 
看 第 一 手 材料 是 不 可 能 的 、 先 要 看 第 二 手 、 第 三 手 的 材料 去 了 
解 概况 ， 再 看 第 一 手 材料 来 检查 。 看 第 二 手 材料 、 第 三 手 材料 
讲 得 对 不 对 。 从 这 方面 来 检查 ， 这 是 要 下 功夫 的 。 要 看 第 一 手 
材料 ， 就 要 过 文字 关 。 少 说 一 点 ， 是 希腊 文 、 拉 丁 文 罗 。 而 你 
要 真正 弄 清 楚 东 、 西 方 交流 的 历史 ， 你 就 得 掌握 阿拉 伯 文 、 波 
斯 文 ， 懂 得 土耳其 文 ， 懂 得 这 几 个 地 区 的 文字 。 当 然 ， 现 在 我 
们 是 不 可 能 做 到 的 。 可 是 ， 我 想 我 们 应 该 有 志气 来 做 ! 要 说 文 
字 之 难 吧 ， 中 文大 概 是 全 世界 文字 之 中 最 难 的 一 种 。 可 是 你 想 ， 
刚才 我 说 的 那 位 比利时 数学 家 莱 伯 热 西 特 ， 他 写 的 一 本 《十 三 
世纪 的 中 国 数学 史 》 就 是 分 析 、 介 绍 秦 九 韶 的 《 数 书 九 章 》 的 。 
他 所 引用 的 中 文书 之 多 ， 在 我 们 国内 虽 不 能 说 没有 ， 至 少 也 只 
是 极 个 别 的 人 才能 看 到 它们 。 他 的 书后 面 还 有 一 张 表 ， 把 《 数 
书 九 章 》 中 的 名 词 做 了 一 个 相当 于 英文 的 什么 名 词 的 工作 。 他 
读书 是 真正 读 懂 了 。 又 如 ， 李 约 瑟 的 书 中 所 引 的 中 国 书 之 多 ， 
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我 看 中 国人 自己 的 书 中 也 很 少 能 看 到 那么 多 的 。 你 看 ， 外 国学 
者 就 有 这 种 志气 ， 对 于 中 文 这 么 难 的 一 种 文字 ， 他 们 就 能 学 到 
手 并 且 比 大 部 分 中 国人 学 得 好 (我 们 有 很 多 人 还 不 太 懂 古 汉 语 ) 
这 是 不 太 简单 的 ! 

那么 ， 中 国人 就 没有 一 种 志气 、 一 种 能 力 可 以 掌握 阿拉 伯 
文 、 土 耳 其 文 、 中 亚细亚 各 国 的 文字 ? 我 想 , 这 是 应 该 做 到 的 。 
当然 ， 这 对 某 些 人 来 说 是 做 不 到 了 。 比 如 ， 江 老 就 做 不 到 了 ， 
我 也 做 不 到 了 。 我 想 , 白 尚 想 同 志和 主讲 的 几 位 也 难 做 到 了 ( 当 
然 ， 他 们 看 的 书 是 很 多 的 )， 就 是 在 坐 的 我 看 也 是 不 太 容易 。 但 
是 ， 我 想 ， 经 过 这 个 讲习 班 ， 大 家 在 各 个 高 等 学 校 开设 数学 史 
这 门 课 ， 培 养 出 大 批 新 生 力 量 来 ， 他 们 不 仅 是 有 条 件 而 且 有 责 
任 把 东 、 西 方 的 数学 交流 这 个 问题 弄 清 楚 。 我 们 的 讲习 班 不 仅 
是 在 这 里 讲 讲课 ， 回 去 讲 讲课 ， 我 认为 还 应 该 担负 起 某 种 责任 
来 。 这 个 责任 ， 我 们 这 一 代 事情 那么 多 ， 不 那么 容易 做 到 。 但 
我 想 ， 许 多 同志 回去 开课 的 时 候 ， 应 该 使 下 一 代 把 这 个 任务 担 
当 起 来 。 要 彻底 把 东 、 西 方 数 学 交流 的 问题 弄 清 楚 。 这 是 能 做 
到 的 ! 

今天 ， 我 拉 拉 扯 扯 说 了 一 些 ， 有 一 些 是 我 个 人 的 想法 说 得 
好 听 是 “一 家 之 见 "， 或 者 是 一 个 人 的 “狂想 >?， 随 便 说 说 。 这 
次 讲习 班 是 第 一 次 ， 以 后 继续 干 下 去 ， 中 国 数学 史 和 西方 数学 
史 可 以 在 全 国 各 个 高 等 院 校 普 及 ， 将 来 再 进一步 深入 到 两 者 历 
史上 的 关系 ， 就 可 以 呈现 一 种 非常 新 的 面 狐 ! 这 个 讲习 班 由 北 
师 大 来 主持 ， 也 不 是 很 偶然 的 ， 因 为 北 师 大 有 历史 传统 。 师 大 
是 搞 数 学 教育 的 。 数 学 教育 与 数学 史 是 分 不 开 的 。 数 学 史 在 北 
师 大 是 向 来 受到 重视 的 。 现 在 有 白 尚 恕 同志 ， 还 有 一 些 同 志 ， 
特别 是 新 任 的 北 师 大 校长 王 梓 坤 同志 他 写 过 一 本 《科学 发 现 纵 
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横 谈 》 里 面 有 许多 数学 史 与 自然 科学 史 的 材料 ， 深 受 欢 迎 ， 我 
想 ， 数 学 史 、 科 学 史 在 北 师 大 就 有 一 个 优越 的 环境 了 。 我 就 讲 
到 这 里 。 

祝 讲习 班 成 功 ! 
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数学 论证 


数学 概况 及 其 发 展 


数学 ， 这 门 基础 学 科 ， 已 经 越 来 越 涂 透 到 各 个 领域 ， 成 为 
各 种 科 学 技 术 、 生 产 建 设 、 以 至 日 常生 活 所 不 可 缺少 的 有 力 
武器 。 在 现代 的 科学 技术 中 ， 如 果 不 借助 数学 ， 不 与 数学 发 生 
关系 ， 就 不 可 能 达到 应 有 的 精确 度 与 可 靠 性 。 就 科学 来 说 ， 数 
学 又 是 通 向 一 切 科 学 大 门 的 钥匙 ， 不 仅 所 谓 精 确 科 学 ， 如 物理 
学 、 化 学 等 已 越 来 越 需要 较 深 较 多 的 数学 ， 甚 至 过 去 认为 以 描 
述 为 主 ， 与 数学 关系 不 大 的 生物 学 、 经 济 学 等 ,也 处 于 日 益 “ 数 
学 化 ”的 过 程 之 中 。 这 正 象 马克 思 早 就 指出 过 的 那样 , “一 种 科 
学 只 有 在 成 功 地 运用 数学 时 ， 才 算 达 到 了 真正 完善 的 地 步 。 

数学 研究 的 对 象 是 现实 世界 中 的 数量 关系 与 空间 形式 。 数 
与 形 ， 这 两 个 基本 概念 是 整个 数学 的 两 大 柱石 。 整 个 数学 就 是 
围绕 着 这 两 个 概念 的 提炼 、 演 变 与 发 展 而 发 展 着 的 。 数 学 在 各 
个 领域 中 千变万化 的 应 用 也 是 通过 这 两 个 概念 而 进行 的 。 社 会 
的 不 断 发 展 ， 生 产 的 不 断 提高 ， 为 数学 提供 了 无 穷 源泉 与 新 颖 
课题 ， 促 使 数 与 形 的 概念 不 断 深化 ， 由 此 推动 了 数学 的 不 断 前 
， 进 ， 在 数学 中 形成 了 形形色色 、 多 种 多 样 的 分 支 学 科 。 这 不 仅 
使 数学 这 一 学 科 日 益 壮 大 ， 蔚 为 大 成 ， 而 且 使 数学 的 应 用 也 越 
来 越 广泛 与 深入 了 。 

我 们 将 以 数 与 形 这 两 个 概念 为 中 心 对 数学 的 概貌 先 作 一 简 
单 描述 。 
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一 、 数 学 是 研究 数 与 形 的 科学 


大 体 说 来 ， 数 学 中 研究 数量 关系 或 数 的 部 分 属于 代数 学 的 
范畴 。 研 究 空 间 形式 或 形 的 部 分 ， 属 于 几何 学 的 范 畴 。 此 外 ， 
数 与 形 是 有 机 联系 而 不 是 相互 割裂 的 。 远 古 时 代 ， 关 于 长 度 、 
面积 、 体 积 的 量度 ， 我 国 宋 元 时 代 出 现 的 几何 代数 化 ， 以 及 十 
七 世纪 的 解析 几何 ， 把 形 与 数 这 两 个 概念 沟通 了 起 来 〈 因 而 也 
把 几何 与 代数 这 两 者 沟通 了 起 来 )。 近 代 函 数 概念 与 微 积分 方法 
的 出 现 ， 在 数学 中 形成 了 系统 研究 形 、 数 关系 的 分 析 学 ， 成 为 
近代 数学 中 发 展 最 迅速 的 部 分 。 几 何 、 代 数 、 分 析 三 大 类 数学 ， 
构成 了 整个 数学 的 本 体 与 核心 。 在 这 一 核心 周围 ， 由 于 数学 通 
过 数 与 形 这 两 个 概念 与 其 它 领域 的 互相 渗透 而 出 现 了 许多 边缘 
学 科 与 交叉 学 科 。 这 是 整个 数学 王国 的 一 个 总 的 轮廓 。 


先 从 数 说 起 


最 简单 最 基本 的 也 是 从 远古 时 起 人 类 就 不 得 不 与 之 打交道 

的 数 ， 乃 是 正 整 数 或 自然 数 ， 
1, 2, 3, 4, 5, » 

在 正 整数 之 间 有 两 种 最 简单 的 运算 + 加 法 与 乘法 。 研 究 整数 之 
间 的 联系 与 规律 的 学 问 叫做 数论 。 从 乘法 产生 了 素数 * 的 概念 ， 
例如 6(=2x3) 是 非 素数 ， 而 7 由 于 不 能 分 解 成 两 个 比 7 更 
小 的 正 整数 的 乘积 而 是 素数 ( 1 不 算 素 数 )。 正 整数 的 一 个 基本 
性 质 是 ， 它 总 可 以 表示 成 若干 个 素数 的 乘积 , 例 如 12= 2? x 3， 

对 于 太 于 1 的 整数 来 说 ， 若 除 它 本 身 与 1 之 外 再 没有 其 它 因 子 ， 则 称 此 数 

为 案 数 。 
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18=2x3:，45=32x5 等 ,而且 这 种 玫 示 方法 只 有 一 种 。 素 数 
2，3，5，7，11，13，17，19，23，… 
在 整个 正 整 数 序列 中 的 分 布 是 极 不 规则 的 ， 这 个 素数 分 布 规律 
前 探求 产生 了 许多 迄今 没有 解决 的 著名 难题 , 哥 德 巴 赫 (Goldb- 
ach) 问 题 * 就 是 其 中 之 一 。 这 些 难题 反映 了 加 法 与 乘法 之 间 的 
矛盾， 用 初等 方法 对 这 些 问题 是 无 能 为 力 的 。 微 积分 发 明 以 后 ， 
数学 家 们 开始 用 所 谓 解析 方法 来 研究 数论 ， 开 创 了 解析 数论 这 
一 学 科 。 我 国 在 哥 德 巴赫 问题 上 的 第 一 流 成 果 ， 就 是 用 了 解析 
方法 而 获得 的 。 
十 九 世 纪 中 ， 数 学 家 把 整数 概念 大 大 扩大 了 。 例 如 ， 我 们 
可 以 考虑 所 有 形 如 a+ bw 2 的 数 ， 其 中 和 ?b 则 是 通常 的 整 
数 ( 正 、 负 或 零 )， 称 这 些 为 V 2 域 中 的 “整数 ”"。 它 们 也 可 以 相 
加 、 相 乘 ， 因 之 也 可 以 定义 “素数 ">。 可 以 证 明 任 一 V 2 域 中 的 
“ 台 数 ?基本 上 只 有 一 种 方法 把 它 玫 示 成 若干 个 “素数 ”的 乘积 。 
但 如 果 考 虑 所 有 - 5 域 中 的 “整数 ">， 即 形 如 a+bwV=5 的 
数 ，a 和 4b 仍 是 通常 的 整数 ， 情 形 就 大 不 相同 了 。 例 如 ，21 与 
9 就 都 有 两 种 完全 不 同 的 方法 表示 成 “素数 ”的 乘积 ， 
21=3.7=(1+2wW-5)(1-2wV 二 5)， 
9=3=(2+V-5)(2 -MV-5)。 
数学 家 为 了 要 克服 这 一 困难 ， 创 立 了 理想 数 或 简称 “理想 ”的 
理论 ，V 2 域 与 V 一 5 域 也 推广 到 了 一 般 的 代数 数 域 ,这 种 域 


# 再 德 巴 替 提 出 一 个 论断 : “任何 一 个 大 了 于 4 的 侦 数 均 可 表示 为 两 个 素数 之 
和 ”， 即 “1+1"。 我 国 年 青 数 学 家 陈景润 同志 已 证 明了 * “大 偶数 均 可 表示 
为 一 个 素数 加 不 超过 两 个 素数 的 乘积 "， 即 “1+ 2 "， 把 这 个 论断 的 证 明 向 
前 大 大 推进 了 一 步 。 
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上 整数 的 理论 已 发 展 成 为 一 个 当前 很 活路 的 数学 分 支 ， 叫 代数 
数论 ,“ 理 想 ” 也 已 成 为 现代 抽象 代数 学 中 最 基本 的 概念 之 


o 


数 的 概念 是 不 断 发 展 的 ， 从 整数 出 发 ， 人 们 逐步 引进 了 分 
数 、 小 数 、 正 负数 、 无 理 数 等 概念 而 形成 了 实数 系统 。 由 于 解 
代数 方程 的 需要 ， 又 引入 了 虚数 、 复 数 而 构成 了 复数 系统 。 这 
些 实数 (或 复数 ) 之 间 可 以 加 、 减 、 乘 、 除 ， 且 这 些 运算 遵守 通 
常 所 谓 交 换 、 结 合 、 分 配 等 等 规律 。 数 学 家 们 把 具有 这 些 运算 
并 满足 这 种 规律 的 实数 或 复数 全 体 ， 称 为 实数 域 或 复数 域 。 

随 着 数学 的 发 展 ， 人 们 又 引进 了 与 通常 的 数 很 不 相 同 的 
量 , 但 却 具有 与 数 相 类 似 的 运算 。 例 如 ， 在 力学 中 力 可 表示 成 
一 个 向 量 ， 两 个 力 Ft、F; 的 合力 是 时 ， 可 以 记 作 +P,= 
F,， 而 这 种 加 法 也 遵守 交换 律 与 结合 律 , 又 如 绕 固定 点 0 各 作 
旋转 q;/、qs， 如 果 先 作 旋 转 qi， 再 作 4 所 得 是 一 绕 O 的 旋转 
qs， 而 先 作 9， 次 作 q! 所 得 是 绕 点 0 的 旋转 q4， 就 记 作 qq 
= gs 与 941= 44。 一 般 说 来 ,q; 与 94， 是 不 同 的 旋转 。 十 九 世 
纪 时 英国 的 数学 力学 家 汉密尔顿 把 绕 点 O 的 旋转 视 作 所 谓 “ 四 
元 数 "。 在 四 元 数 间 也 可 以 相 加 、 相 乘 ， 但 其 乘法 不 遵 守 交换 
律 ， 即 qiqs 关 qzq1。 

正 象 旋转 之 被 视 为 四 元 “ 数 ”那样 ， 许 多 在 数学 中 陆续 出 
现 带 有 某 种 运算 的 事物 ， 如 向 量 、 张 量 、 抢 阵 以 至 更 抽象 的 元 
素 ， 都 不 妨 视 之 为 某 种 广义 的 “ 数 ”。 这 些 “ 数 ”都 以 可 以 “ 运 
算 ” 为 其 特征 。 同 时 ， 数 学 家 也 把 研究 重点 逐渐 从 “ 数 ” 的 本 
身 性 质 转移 到 “ 数 ” 与 “ 数 ” 间 的 运算 上 面 。 带 有 某 种 运算 的 
“ 数 "的 集体 统称 为 代数 系统 。 依 据 运算 规律 的 不 同 而 有 各 种 不 
同 的 代数 系统 ， 并 具有 种 种 各 别 的 名 称 ， 例 如 群 、 环 、 域 以 及 
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环 上 的 模 ， 与 域 上 的 代数 ， 等 等 。 

由 于 群 、 环 、 代 数 等 代数 系统 在 数学 中 的 广泛 出 现 ， 又 由 
子 各 种 理论 与 应 用 中 出 现 的 问题 ， 最 后 往往 归结 为 某 种 代数 系 
统 的 研究 ， 代 数 系统 的 一 般 理论 发 展 成 了 分 支 繁 多 〈 如 群 论 、 
环 论 等 ) 的 代数 类 数学 ， 或 所 谓 近 代 抽象 代数 学 ， 它 已 成 为 整 
个 数学 最 基本 的 工具 之 一 。 

再 谈 谈 形 

空间 或 几何 形态 是 物质 存在 的 躯体 与 外 壳 ， 人 类 首先 注意 
到 的 物体 的 几何 形态 是 大 、 小 、 方 、 圆 ， 诸 如 长 度 、 面 积 、 体 
积 、 相 似 性 等 等 ， 它 们 由 于 生产 上 的 直接 需要 而 首先 从 丰富 的 
实践 经 验 总 结 上 升 成 为 理论 。 在 古代 ， 我 国 与 希腊 形成 了 都 以 
度量 性 为 主 但 各 有 内 容 特色 的 不 同 几何 体系 。 文 艺 复兴 时 期 ， 
-绘画 与 建筑 的 实践 经 验 ， 以 及 拿破仑 时 代 军事 上 工程 作 图 的 需 
要 ， 图 形 平 直 透 视 一 类 人 性质 的 研究 ， 促 成 了 另 一 种 新 的 所 谓 投 
影 几何 学 的 出 现 。 它 的 研究 几乎 贯 囊 了 整个 十 九 世 纪 。 到 了 上 
一 世纪 晚期 ， 另 一 类 几何 性 质 一 一 空间 的 连续 性 与 连通 性 一 
开始 受到 了 重视 ， 由 于 这 些 性 质 虽 基本 而 隐 星 ， 因 而 不 易 被 改 
现 与 处 理 ， 只 是 由 于 科学 的 不 断 发 展 ， 许 多 数学 问题 都 导致 空 
间 这 类 性 质 的 研究 ， 才 在 较 近 时 期 ， 即 十 九 、 二 十 世纪 之 交 ， 
形成 了 一 门 时 新 的 几何 学 分 支 一 一 连续 几何 学 或 拓扑 学 。 它 的 
奸 勃 发展 帮 是 本 世纪 数学 的 一 个 特色 。 

几何 研究 的 对 象 与 方法 也 有 很 大 的 变化 。 例 如 ， 以 光滑 曲 
面 为 对 象 ， 通 过 引入 弧 线 长 度 概念 而 建立 了 微分 几何 学 。 以 后 
又 推广 到 高 维 的 光滑 流 形 ， 并 由 于 拓扑 学 的 发 展 而 开展 了 流 形 
全 局 性 或 整体 性 的 儿 何 拓扑 研究 ,引进 了 各 种 示 性 类 与 示 性 数 。 
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这 些 类 与 数 已 在 最 近 被 应 用 于 磁 单 极 与 “基本 ”粒子 等 物理 学 
的 基本 理论 研究 。 又 如 ， 由 于 求解 一 般 的 多 项 式 方程 组 ， 开 展 
了 由 这 种 方程 组 的 解答 所 构成 的 空间 ， 即 所 谓 代数 簇 的 研究， 
形成 了 所 谓 代 数 几何 学 这 一 分 支 。 解 析 几 何 的 出 发 点 是 ， 引 进 
了 坐标 来 表示 点 的 位 置 。 同 样 ,对 任 一 代数 篮 也 可 以 引进 坐标 ， 
这 为 代数 几何 的 研究 提供 了 一 个 有 力 的 工具 。 除 了 研究 光滑 流 
形 与 代数 簇 这 种 特殊 类 型 的 空间 〈 由 于 它们 的 特性 得 以 应 用 发 
展 较 成 熟 的 分 析 ， 即 微 积分 方法 与 代数 方法 》 的 几何 学 以 外 ， 
数学 家 又 考虑 了 最 一 般 的 点 的 集体 所 构成 的 空间 ， 研 究 它们 的 
连续 性 质 与 度量 性 质 ， 形 成 了 所 谓 点 集 拓 扑 学 与 测度 论 这些 分 
支 学 科 。 


数 与 形 的 联系 


十 七 世纪 是 数学 发 展 历史 上 一 个 划时代 的 新 阶段 的 开始。 
这 一 时 期 ， 创 立 了 解析 几何 ， 又 出 现 了 变量 与 函数 的 概念 ， 把 
数学 中 的 两 大 基本 概念 形 与 数 紧密 地 联系 在 一 起 。 所 谓 函数 ， 
即 是 定义 在 某 些 空间 上 的 数量 的 分 布 。 例 如 ， 在 大 气 层 中 的 压 
力 、 温 度 等 等 物理 量 的 分 布 ， 即 是 定义 在 大 气 层 空间 上 的 压力 
函数 、 温 度 函 数 等 等 。 十 七 世纪 通过 用 微分 表达 变化 ， 与 用 积 
分 表达 积累 ， 又 创立 了 研究 函数 的 变化 与 积累 的 微 积 分 方 法 ， 
使 数学 得 到 了 一 个 认识 自然 的 有 力 武器 ， 面 目 为 之 一 新 。 自 然 
界 的 规律 往往 表现 为 某 些 物理 量 之 间 的 变化 与 积累 的 相互 制约 
关系 ， 在 数学 形式 上 ， 则 表现 为 定义 在 某 些 空间 上 的 函数 间 的 
微分 积分 方程 。 举 例 来 说 ， 所 谓 气 象 预报 ， 无 非 是 根据 过 去 一 
段 时 期 ,对 各 地 压力 、 温 度 、 降 雨量 等 等 的 实测 数据 ， 以 及 表 
达 气 象 变化 规律 的 这 些 函数 间 的 微分 方程 ， 用 数学 方法 推算 出 

111 


今后 一 段 时 期 内 的 这 些 函数 数值 ， 以 预报 气象 特征 而 已 。 这 种 
帮助 认识 自然 ， 进 而 改造 自然 的 普遍 而 有 力 的 数学 方法 ， 使 相 
应 的 一 些 数学 分 支 ， 如 函数 论 、 微 分 方程 、 数 学 分 析 等 成 为 三 
百 多 年 来 数学 发 展 的 主流 ， 构 成 了 庞大 的 分 析 一 类 数学 ， 并 由 
于 要 解决 有 关 问 题 ， 而 促使 一 些 新 的 数学 分 支 ,如 微分 几何 学 、 
拓扑 学 、 泛 函 分 析 、 计 算数 学 等 的 出 现 与 迅速 成 长 。 

形 与 数 这 两 者 并 不 是 互相 割裂 的 ， 早 在 产生 数学 的 萌芽 时 
期 就 通过 长 度 、 面 积 与 体积 的 量度 而 把 形 与 数 联系 了 起 来 。 
我 国 宋 元 时 期 更 系统 地 引进 了 几何 代数 化 的 方法 ， 把 一 些 几何 
特征 用 代数 式 来 表达 ,几何 关系 则 表达 为 代数 式 间 的 代数 关系 ， 
成 为 解析 几何 的 先驱 ， 使 空间 形式 的 研究 归结 为 较 成 熟 也 容易 
驾驭 得 多 的 数量 关系 的 研究 。 在 近代 的 数学 中 ， 这 个 方法 原则 
也 一 直 在 使 用 着 。 例 如 ， 在 拓扑 学 中 ， 通 过 引进 一 些 数 〈 如 贝 
带 数 ) 或 代数 系统 〈 如 同调 群 ， 同 伦 群 等 ) 来 表达 拓扑 空间 的 
连续 性 与 连通 性 ， 然 后 用 代数 方法 对 这 些 数 与 代数 系统 进行 分 
析 而 获得 拓扑 空间 几何 性 质 方面 的 信息 。 依 据 这 种 思想 ， 在 十 
九 世 纪 来 开始 建立 起 来 的 代数 拓扑 学 ， 成 为 拓扑 学 中 最 有 活力 
的 分 支 ， 在 本 世纪 中 有 着 极 大 的 发 展 ， 对 整个 数学 也 有 不 小 的 
影响 。 

不 仅 几何 学 由 于 代数 化 而 获得 了 有 力 的 武器 ， 而 且 代数 学 
(以 及 分 析 学 ?也 往往 由 于 借用 了 几何 术语 ， 运 用 几何 类 比 而 得 
到 了 新 的 生命 力 ， 促 进 了 它们 的 发 展 。 例 如 , 早 在 十 八 世纪 中 ， 
法 国 数学 家 拉 格 朗 日 就 把 时 间 因 素 作为 与 三 个 空间 坐标 并 列 的 
第 四 个 坐标 而 引入 了 四 维 空间 ， 推 动 了 力学 的 研究 。 同 样 ， 力 
学 家 与 物理 学 家 往往 把 各 种 物理 参数 作为 不 园 坐 标 而 引进 了 高 
维 的 相 空 间 等 概念 ， 使 几何 方法 得 以 在 物理 学 中 发 挥 作 用 。 现 
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代 的 相对 论 ， 即 在 这 种 方法 下 与 四 维 时 空 流 形 的 几何 学 研究 不 
可 分 离 。 现 代数 学 中 还 有 一 个 常用 的 方法 ， 即 把 一 个 个 函数 看 
作 一 个 个 “点 ”, 而 把 某 类 函数 的 全 体 看 作 一 个 “空间 ,函数 间 
的 相 异 程度 看 作 “ 点 ”之 间 的 “距离 ,由 此 得 到 了 各 种 无 穷 维 
的 函数 空间 。 一 个 微分 积分 方程 组 的 求解 ， 往 往 妇 结 为 求 相应 
函数 空间 中 一 个 几何 变换 的 不 动 点 问题 。 这 样 ， 不 仅 分 析 的 问 
题 具 有 了 几何 “直观 ”的 意义 ， 而 且 可 以 运用 近代 几何 拓 扑 ， 
以 至 抽象 代数 学 的 有 力 方法 。 由 此 在 分 析 类 数学 中 产生 了 泛 函 
分 析 这 一 活跃 的 分 支 ， 在 现代 自然 科学 甚至 工程 技术 的 应 用 中 
起 着 极其 重要 的 作用 。 


数学 发 展 中 的 边缘 学 科 


几何 、 代 数 与 分 析 等 类 的 学 科 构 成 了 数学 的 本 体 与 核 心 。 
随 着 数学 本 身 的 发 展 ， 以 及 科学 技术 与 生产 实践 对 数学 的 新 的 
要 求 ， 在 这 一 核心 的 周围 又 形成 了 许多 外 围 学 科 与 边缘 学 科 。 
例如 ， 客 观 世 界 中 大 量 存 在 的 随机 现象 的 研究 自 十 八 世 纪 以 至 
近代 逐渐 形成 了 概率 论 、 随 机 过 程 论 与 数理 统计 等 随机 类 学 科 。 
近 几 十 年 来 ， 由 于 现代 生产 与 国防 建设 的 需要 ， 对 资源 、 设 备 
和 条 件 的 合理 使 用 与 统筹 规划 ， 形 成 了 优选 学 、 规 划 论 、 对 策 
论 、 排 队 论 等 运筹 类 学 科 。 现 代 大 工业 要 求 对 工程 系统 的 操作 
能 更 可 车 与 更 经 济 ， 并 能 自动 控制 ， 特 别 是 由 于 航天 技术 等 ， 
对 控制 系统 高 精度 的 要 求 ， 出 现 了 一 门 介 于 数学 和 工程 之 间 的 
边缘 学 科 控 制 论 。 工 程 乃至 生物 中 各 种 复杂 的 信息 传 递 的 研 
究 , 推 动 了 边缘 学 科 信息 论 的 诞生 和 发 展 。 大 量 应 用 数学 问题 的 
解决 ， 最 终 需 要 取得 有 一 定 精确 度 的 数据 而 出 现 了 各 种 具体 的 
计算 理论 与 计算 方法 ， 由 此 促进 了 计算 数学 的 发 展 并 产生 了 一 
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门 数学 一 一 计算 机 科学 的 边缘 学 科 。 数 学 与 各 种 科学 的 相互 渗 
透 又 出 现 了 物理 数学 、 生 物 数学 与 经 济 数学 等 交叉 学 科 。 此 外 ， 
数学 各 基础 学 科 间 的 相互 渗透 也 在 数学 核心 内 部 产生 了 各 种 综 
合 性 学 科 。 例 如 ， 流 形 上 几何 、 拓 扑 与 微分 方程 的 综合 研究 ， 
形成 了 一 门 新 的 分 支 “ 大 范围 分 析 ” ,随机 函数 的 微分 方程 论 研 
究 ， 又 产生 了 概率 论 与 分 析 学 的 综合 性 学 科 “ 随 机 微 分 方程 
论 。 象 这 一 类 的 综合 性 学 科 正 在 不 断 涌 现 。 

另 一 面 ， 十 七 世纪 以 来 由 于 解析 几何 与 微 积分 这 种 强 有 力 
的 新 工具 的 出 现 ， 数 学 家 们 忙于 应 用 这 些 工具 解决 科学 与 技术 
中 的 一 大 堆 问题 ， 并 为 新 方法 的 成 功 所 陶醉 ， 对 于 所 依据 的 理 
论 是 否 可 靠 ， 基 础 是 否 扎实 ， 未 亿 遐 顾 。 到 了 十 九 世 纪 ， 数 学 
家 们 已 越 来 越 感到 廖 误 与 正确 杂 陈 的 局 面 之 无 法 容忍 ， 许 多 概 
念 必须 澄清 ， 数 学 也 必须 置 于 严密 基础 之 上 。 在 这 种 形势 下 ， 
从 十 九 世 纪 中 叶 以 来 ， 主 要 在 一 些 德国 数学 家 的 倡导 之 下 ， 对 
数学 进行 了 一 场 批判 性 的 检查 运动 。 这 场 运动 不 仅 使 数学 疯 定 
了 严实 的 基础 ， 并 产生 了 公理 化 方法 ， 以 及 一 些 集合 论 、 实 变 
函数 论 、 点 集 拓扑 学 、 抽 象 代数 学 等 新 颖 学 科 。 特 别 是 ， 数 学 
推理 本 身 的 分 析 与 形式 化 产生 了 一 门 影响 巨大 的 学 科 “ 数 理 逻 
辑 ”。 

此 外 ， 数 学 史料 的 征集 与 整理 也 被 重视 起 来 ， 出 现 了 一 些 
篇 幅 巨 大 的 数学 史 著作 。 近 年 来 ， 数 学 史 已 进入 了 对 数学 思想 
与 方法 的 历史 演变 和 分 析 批 判 的 研究 阶段 。 对 中 国 古 代 的 数学 
过 去 或 付 阅 如 、 或 多 焉 曲 的 情况 ， 也 已 受到 了 重视 ， 开 始 走 上 
了 正确 理解 与 分 析 的 时 期 。 我 国 的 数学 工作 者 们 ， 应 该 责 无 旁 
贷 ， 把 对 我 国 数学 史 的 研究 重任 担当 起 来 。 

这 样 ， 以 几何 、 代 数 、 分 析 等 类 学 科 为 核心 ， 以 及 围绕 此 
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核心 周围 的 形形色色 的 许多 学 科 错综复杂 地 交织 在 一 起 成 为 数 
学 王国 的 一 幅 宏大 而 绚丽 的 蓝图 。 


数学 学 科 的 盛衰 兴 替 


当然 ， 学 科 并 不 是 一 成 不 变 的 。 随 着 时 间 的 推移 ， 新 的 学 
科 不 断 产生 ， 旧 的 学 科 却 有 时 不 免 销 声 匿 迹 默默 无 闻 。 编 百 于 
整个 十 九 世 纪 的 投影 几何 学 ， 由 于 基本 上 已 摘 清楚 而 被 作为 档 
案 搁置 在 图 书馆 的 书架 上 。 在 本 世纪 二 十 年 代 盛 极 一 时 的 射影 
微分 几何 学 ， 则 由 于 后 来 发 现 意义 不 如 预期 而 受到 了 冷落 。 在 
十 九 世纪 对 代数 与 几何 都 极 重要 的 不 变 式 论 这 一 学 科 ， 则 其 盛 
衰 兴 替 已 有 几 起 几 落 。 某 些 学 科 ， 如 代数 几何 学 ， 其 面 魏 又 经 
常 在 改变 之 中 ， 诸 家 学 说 纷 经 ， 从 未 获得 定型 。 另 一 面 ， 某 些 
十 八 、 十 九 世 纪 ， 甚 至 更 您 久 且 已 消逝 的 理论 ， 却 又 重新 被 发 
据 出 来 ， 在 新 的 观点 、 新 的 方法 之 下 ， 成 为 现代 数学 中 很 活跃 
的 研究 课题 。 例 如 ， 一 门 作为 微 积分 最 早 应 用 的 古老 学 科 “ 变 
分 法 ”, 本 来 消沉 已 久 ， 近 一 、 二 十 年 来 ， 却 以 另 一 种 控制 论 的 
新 面目 ， 出 现在 技术 领域 中 显得 十 分 活跃 。 这 两 三 百年 来 的 不 
少 经 典 著作 ， 也 被 重新 翻印 和 钻研 之 中 。 

然而 ， 不 管 数学 各 个 学 科 经 历 着 怎样 的 分 、 合 、 改 、 变 ， 
也 不 管 数学 内 部 如 何 奔 腾 澎 涯 ， 数 学 王国 的 性 土 总 是 在 不 断 扩 
张 之 中 ， 而 且 始 终 是 由 形 与 数 两 大 基本 概念 所 统治 之 下 的 “ 世 
诡 ” 领 土 。 伟 大 的 革命 导师 恩格斯 对 数学 所 作出 的 “ 纯 数学 的 
对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 ”的 这 一 精辟 刻 划 不 仅 
是 对 数学 过 去 的 总 结 ， 也 是 对 数学 现状 的 忠实 描绘 ， 又 是 对 数 
学 未 来 发 展 的 指导 与 准绳 。 
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二 、 数 学 发 展 的 未 来 


展望 未 来 ， 数 学 科学 丰富 多 彩 的 广阔 天 地 之 日 新 月 异 ， 似 
乎 使 数学 不 得 不 分 成 许多 日 益 庞 杂 的 分 支 ， 各 分 支 间 的 联 系 ， 
也 有 日 益 前 弱 的 趋势 。 许 多 专门 家 们 往往 只 能 偏 处 一 隅 之 地， 
彼此 很 难 相互 了 解 。 然 而 这 只 是 数学 发 展 过 程 中 的 现象 ， 也 只 
是 事物 的 一 个 方面 ， 随 着 数学 的 不 断 前 进 ， 也 必然 会 不 断 出 现 
更 锐利 的 工具 与 更 简单 的 方法 ， 使 数学 不 断 更 新 ， 删 繁 就 简 ， 
去 粗 存 精 。 在 历史 上 ， 原 来 只 能 用 天 才 式 的 艰难 推理 才能 从 事 
的 初等 几何 学 ， 通 过 我 国 宋 元 时 代 的 几何 代数 化 ， 与 十 七 世纪 
时 的 解析 几何 ， 已 变 得 平淡 无 奇 。 从 有 史 以 来 直到 十 七 世纪 包 
括 解析 几何 与 微 积分 为 止 的 全 部 数学 ， 不 论 岁月 如 何 漫长 ， 卷 
轶 如 何 浩 繁 ， 内 容 如 何 丰 富 ， 基 本 上 都 已 〈 或 应 已 ) 压缩 在 十 
来 年 的 中 小 学 教科 书 中 。 这 种 现象 也 正在 重复 。 

为 了 要 使 庞大 的 数学 知识 变 得 简 而 且 精 ， 数 学 家 们 经 常 依 
据 数学 各 领域 间 潜 在 的 共性 ， 提 出 统一 数学 各 部 分 的 新 观点 新 
方法 来 。 例 如 ， 在 十 九 世 纪 后 期 ， 德国 厄 兰 格 的 数学 家 克 来 因 
提出 用 “ 群 ” 的 观点 来 统一 当时 杂乱 的 各 种 几何 学 的 方案 ， 迄 
今 称 为 厄 兰 格 计划 。 本 世纪 二 十 年 代 ， 美 国 伯 克 替 夫 又 提出 了 
“ 格 " 的 概念 ， 以 统一 代数 系统 的 各 种 理论 与 方法 。 上 一 世纪 与 
本 世纪 之 交 ， 出 现 了 公理 化 运动 ， 以 公理 系统 作为 数学 统一 的 
基础 。 本 世纪 三 十 年 代 ， 法 国 的 一 个 数学 学 派 布尔 巴 基 ， 除 了 
继承 了 公理 化 运动 以 外 ， 又 提出 了 结构 概念 ， 把 数学 的 核心 部 
分 在 这 概念 之 下 统一 成 一 个 整体 ， 而 依 研究 结构 的 异同 来 划分 
成 不 同 领域 。 与 此 大 约 同时 ， 美 国 麦 克 菜 恩 与 艾 伦 伯 格 又 提出 
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范畴 与 函 子 理论 ， 数 学 的 分 门 别 类 即 以 研究 所 属 范畴 为 依据 ， 
以 此 作为 统一 数学 的 基础 。 总 之 ， 各 种 不 同学 派 ， 根 据 他 们 对 
数学 的 不 同 认 识 ， 提 出 了 多 种 多 样 统一 数学 ， 以 建立 数学 体系 
的 不 同方 案 来 ， 其 终极 目的 则 大 体 上 是 相同 的 。 或 许 将 来 会 出 
现 一 种 新 观点 、 新 方法 、 新 理论 ， 把 目前 的 数学 统一 起 来 。 但 
是 ， 这 种 统一 不 是 绝对 的 、 静 止 不 变 的 ， 而 是 暂时 的 \ 相 对 的 ， 
对 立 的 斗争 则 是 绝对 的 。 随 着 科学 技术 的 不 断 发 展 和 深入 ， 以 
及 各 学 科 之 间 的 相互 渗透 ， 将 对 数学 提出 大 量 的 千 差 万 异 的 新 
课题 ， 使 数学 研究 得 更 深入 。 这 些 问题 的 解决 ， 反 过 来 又 促使 
数学 更 进一步 发 展 。 

对 于 数学 未 来 发 展 具 有 决定 性 影响 的 一 个 不 可 估量 的 方面 
是 计算 机 对 数学 带 来 的 冲击 。 在 不 久 的 将 来 ， 电 子 计 算 机 之 于 
数学 家 ， 势 将 与 显微镜 之 于 生物 学 家 ， 望 远 镜 之 于 天 文学 家 那 
样 不 可 或 缺 。 现 在 的 计算 机 通过 小 型 化 而 成 为 每 个 数 学 家 的 
“ 厢 中 之 物 "， 这 一 设想 势 将 成 为 现实 ， 数 学 家 们 对 这 些 前 景 必 
须 有 着 足够 的 思想 准备 。 

除了 一 些 人 所 共 知 的 作用 外 ， 计 算 机 还 提供 了 一 个 有 力 工 
具 使 数学 有 可 能 象 其 它 自然 科学 一 样 ， 挤 身 于 科学 实验 的 行 
列 。 十 九 世 纪 的 数学 家 高 斯 ， 为 了 要 发 现 整数 性 质 的 规律 性 ， 
首先 对 各 种 特殊 情况 做 大 量 艰苦 的 计算 工作 以 为 试探 。 高 斯 关 
于 整数 论 的 一 些 著名 定理 ， 用 他 自己 的 话 来 说 ， 就 是 通过 这 种 
“系统 尝试 法 ”而 发 现 的 。 现 在 这 种 手工 业 式 的 系统 尝试 可 以 用 
电子 计算 机 来 代 奉 了 。 美 国 数学 家 乌拉 ， 为 了 要 探讨 应 用 中 广 
泛 出 现 ， 而 现代 数学 又 显得 还 无 能 为 力 的 非 线 性 现象 ， 在 电子 
计算 机 上 进行 试验 ， 发 现 了 一 些 规 律 ， 近 几 年 来 ， 在 应 用 数学 
上 的 一 个 重大 突破 (所谓 微分 方程 孤立 子 解 的 获得 ), 就 荐 首先 
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在 计算 机 的 荧光 屏 上 发 现 的 。 

计算 机 对 数学 的 另 一 个 重大 作用 乃 是 对 数学 研究 作为 脑力 
劳动 在 方式 上 带 来 的 革新 。 数 学 ， 不 论 是 学 习 还 是 创新 ， 最 耗 
时 费力 的 劳动 ， 往 往 消耗 在 定理 的 证 明 上 ， 而 不 是 在 真理 的 发 
明 、 发 现 上 。 事 实 上 ， 一 个 定理 即使 对 其 证 明 在 逻辑 上 经 历 了 
严格 细致 的 逐步 检验 也 无 非 是 说 明知 道 定 理 正确 无 误 而 已 ， 还 
不 足 说 明 真正 “懂得 ”了 这 个 定理 。 自 然 ,证 明 是 完全 必要 的 ， 
证 明 的 严密 性 也 是 完全 必需 的 ， 但 更 重要 的 应 是 定理 之 为 何 发 
明 ， 如 何 发 明 ， 起 何 作用 等 这 一 类 问题 。 电 子 计 算 机 已 使 人 们 
从 烦琐 复杂 而 又 十 分 单调 的 加 减 乘除 的 劳动 中 解放 出 来 。 某 些 
数学 定理 的 证 明 ， 完 全 可 以 借助 于 电子 计算 机 来 完成 。 事 实 上 ， 
某 些 或 某 类 定理 的 证 明 ， 可 以 避免 通常 虽 简 美 但 奥秘 因而 颇 为 
艰难 的 方式 ， 而 采用 虽 烦 琐 但 刻板 因而 较为 容易 的 方式 。 换 言 
之 ， 即 使 质 的 困难 转化 成 量 的 复杂 ， 而 后 者 对 于 电子 计算 机 来 
说 是 轻而易举 的 ， 因 而 得 以 使 定理 证 明 化 难为 易 。 这 样 电子 计 
算 机 就 可 以 使 人 们 从 某 些 逻辑 推理 的 脑力 劳动 中 解放 出 来 。 因 
而 使 数学 家 得 以 把 聪明 才智 更 多 地 用 到 真正 创造 性 的 工 作 上 
去 。 这 是 当前 数学 发 展 中 值得 也 是 应 该 认真 考虑 的 问题 。 

我 国 的 数学 有 着 悠久 的 历史 与 优良 的 传统 ， 本 来 位 于 世界 
的 先 列 ， 只 是 近 几 百年 来 才 落 后 了 。 

解放 以 后 ， 我 国 数学 的 发 展 曾 呈现 一 片 兴旺 景象 ， 出 现 了 
与 国际 先进 水 平 的 差距 越 来 越 小 的 势头 。 但 近 几 年 来 ,由 于 “四 
人 帮 ” 的 严重 干扰 和 破坏 ,使 我 国 数学 的 发 展 大 大 落后 于 形势 
的 需要 。 

在 党 中 央 向 科学 技术 现代 化 进军 的 伟大 号 召 下 ， 我 国 应 急 
起 直 追 ， 不 仅 赶 而 且 超 ， 在 本 世纪 余下 的 二 十 三 年 内 ,我 国 的 
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数学 工作 者 ， 不 仅 应 在 数学 上 有 所 创造 ， 有 所 发 明 , 有 所 前 进 ， 
以 丰富 数学 的 内 容 ， 拓 展 数学 的 领土 ， 增 强 数 学 的 基础 研究， 
扩大 数学 的 应 用 ， 而 且 应 以 马列 主义 、 毛 泽 东 思 想 为 指导 ， 以 
数学 的 渊博 知识 与 深 淇 认识 为 基础 ， 提 出 我 们 自己 的 观点 与 方 
法 ,建立 几 个 具有 我 国 特色 的 学 派 ， 涌 现 出 一 批 在 国际 上 有 影 
响 的 数学 家 ， 为 独立 自主 地 解决 社会 主义 建设 中 提出 的 数学 问 
题 ， 为 四 个 现代 化 作出 较 大 的 贡献 。 这 将 是 我 国 老 、 中 、 青 数 
学 家 们 所 面临 的 一 项 十 分 艰巨 而 又 十 分 光荣 的 历史 任务 。 
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关于 教材 的 一 点 看 法 


为 了 提高 整个 中 华 民族 的 科学 文化 水 平 ， 加 速 实现 四 个 现 
代 化 的 步伐 ， 必 须 大 幅度 提高 基础 教育 的 质量 。 因 此 ， 把 较 高 
的 基础 知识 有 条 件 地 适当 地 纳入 较 低 的 基础 教材 之 内 ， 已 是 一 
项 提 到 教材 改革 日 程 上 来 的 问题 。 不 弃 旧 无 以 纳 新 ， 为 了 安排 
较 新 较 高 级 的 内 容 ， 某 些 陈 旧 的 内 容 必须 有 所 压缩 ， 甚 至 从 原 
来 教材 中 淘汰 出 去 ， 这 也 是 无 可 非议 的 事 。 

这 种 教材 上 的 弃 旧 纳 新 ， 在 历史 上 并 不 是 什么 新 鲜 事 。 远 
的 不 谈 ， 只 就 近 几 十 年 来 的 情况 看 ， 也 可 证 明 这 一 点 。 举 几 个 
例子 ， 解 放 前 的 数学 教材 ， 初 中 一 年 级 整整 一 年 学 的 是 算术 ， 
主要 内 容 是 鸡 免 同 乱 一 类 的 四 则 难题 ,解放 后 很 早 就 一 笔 色 销 ， 
初中 一 年 级 就 学 代数 。 解 放 前 的 初等 几何 ， 往 往 在 九 点 圆 一 类 
的 难题 ， 趣 题 上 消耗 不 少 精力 ， 解 放 后 也 早已 在 课程 中 排 除 ， 
让 位 于 解析 几何 。 这 些 改 革 ， 现 在 大 家 都 承认 是 必要 措施 ， 很 
少 人 会 提出 异议 了 ， 但 在 当时 决 不 是 顺 顺 当当 的 。 

究竟 纳什 么 新 弃 什 么 旧 ， 纳 又 纳 到 什么 程度 ， 弃 又 弃 到 什 
么 程度 ， 则 应 根据 具体 情况 作 具 体 分 析 ， 郑 重 从 事 。 相 信教 育 
界 和 数学 界 的 同志 ， 本 着 对 我 国人 民 与 我 国 科学 事业 的 负责 精 
神 ， 会 各 抒 所 见 ， 提 出 切实 可 行 合 于 实际 的 良好 意见 来 。 在 这 
里 ,我 愿 抛 砖 引 玉 ， 说 点 自己 的 意见 。 我 个 人 认为 ， 初 等 微 积 
分 应 该 处 于 最 优先 考虑 的 地 位 ， 它 的 意义 作用 比 之 所 谓 集合 矩 
阵 之 类 重要 得 多 ， 而 且 学 起 来 对 中 学 生 并 无 多 大 困难。 其 次 ， 
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还 可 考虑 增加 一 些 有 关 计算 器 使 用 的 项 目 ， 这 在 国外 的 教学 改 
革 中 ， 也 已 经 成 为 不 少 中 学 新 教材 的 必修 内 容 了 。 

上 面 的 意见 ， 是 对 于 较 长 期 的 改革 来 说 的 。 在 短期 内 ， 我 
们 也 不 能 不 顾及 某 些 现实 情况 。 由 于 “四 人 帮 ” 对 教育 的 挫 残 
和 破坏 ， 这 些 年 来 中 学 数学 水 平 大 大 降低 。 对 于 正在 中 学 就 学 
的 同学 们 来 说 ， 当 务 之 急 ， 还 在 于 加 强 计算 能 力 与 逻辑 推理 等 
的 基础 训练 ， 努 力 提高 数学 质量 。 宁 可 少 些 , 但 要 好 些 。 自 
然 ， 长 期 与 近期 措施 之 间 ， 并 不 是 截然 分 开 ， 而 是 可 以 并 行 不 
悖 的 。 

数学 教材 一 方面 应 有 弃 旧 纳 新 的 准备 , 另 一 方面 也 应 注意 必 
要 的 相对 稳定 性 。 科 学 发 展 日 新 月 蜡 ,数学 的 创新 也 层出不穷 。 
但 教材 毕竟 与 科学 的 创新 不 同 。 如 果 一 味 求 新 ， 而 那些 新 的 内 
容 是 不 是 能 经 得 起 时 间 的 考验 ， 往 往 很 难 预测 。 改 得 不 好 ， 会 
造成 灾难 。 我 们 只 能 将 已 经 历 过 较 长 时 间 的 考验 ， 并 肯定 有 广 
泛 应 用 前 途 的 内 容纳 入 新 教材 ， 而 不 能 赁 主观 冒失 从 事 ， 违 背 
最 起 码 的 认识 规律 。 例 如 ， 我 们 不 能 让 学 生 在 没有 经 过 具体 
数字 运算 的 基本 训练 的 情况 下 ， 就 来 学 习 以 文字 代替 数字 的 初 
等 代数 或 使 用 计算 器 。 同 样 ， 不 能 在 还 没有 掌握 直线 与 圆 的 基 
础 知识 之 前 ， 就 学 习 几 何 的 代数 化 与 解析 几何 。 这 些 道理 ， 本 
来 不 言 而 明 ， 但 国外 某 些 数 学 教学 改革 却 曾 因 违 背 这 些 常理 而 
招致 灾难 性 的 后 果 ， 不 能 不 引 以 为 戒 。 
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数学 与 四 个 现代 化 


敬爱 的 周 总 理 曾经 指出 : 实现 四 个 现代 化 的 关键 在 于 实现 
科学 技术 现代 化 。 而 科学 技术 的 现代 化 ， 处 处 离 不 开 数 学 。 数 
学 可 以 说 是 基础 科学 中 的 基础 学 科 ， 也 可 以 说 是 科学 现代 化 的 
基础 。 

革命 导师 马克 思 和 恩格斯 都 十 分 重视 数学 。 马 克 思 
指出 ， 一 种 科学 只 有 在 成 功 地 运用 数学 时 ， 才 算 达 到 了 真正 完 
善 的 地 步 。 他 自己 还 写 出 了 精辟 的 微 积分 的 论文 。 恩格斯 在 他 
写 的 《自然 辩证 法 》 和 《 反 杜 林 论 》 中 ， 对 数学 产生 的 历史 ， 
发 展 的 动力 ， 以 及 应 用 与 作用 ， 都 有 非常 精辟 的 论述 。 他 还 给 
数学 下 了 一 个 最 恰当 的 最 有 概括 性 的 定义 。 他 说 ,“ 纯 数学 的 对 
象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 的 关系 ， 所 以 是 非常 现实 的 材 
料 。 这 个 定义 不 但 总 结 了 数学 的 过 去 ， 描 述 了 数学 的 现状 ， 还 
指出 了 数学 今后 的 发 展 方向 。 

恩格斯 下 的 定义 ,指出 了 数 和 形 是 数学 中 的 两 大 基本 概念 。 
事实 上 ， 整 个 数学 就 是 围绕 这 两 大 基本 概念 的 演变 而 发 展 的 ， 
同时 也 通过 这 两 大 基本 概念 应 用 到 各 个 不 同 的 领域 中 去 。 例 如 
造 房 子 ， 要 进行 各 种 力学 和 材料 的 计算 ， 这 就 离 不 了 数 ， 还 要 
画 出 设计 图 纸 ， 这 就 离 不 了 形 。 所 以 在 各 种 科学 研究 、 生 产 建 
设 和 日 常生 活 中 ， 数 学 都 是 不 可 缺少 的 武器 。 


在 小 学 和 中 学 的 数学 课本 里 ,我 们 接触 到 了 整数 、 小 数 、 
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分 数 、 正 数 和 人 负数、 实数 和 虚数 ， 以 及 它们 之 间 的 各 种 运算 ， 
如 加 、 减 、 乘 、 除 、 开 方 等 等 ， 这 些 构 成 了 以 数量 为 主 的 算术 
和 代数 部 门 ， 我 们 又 接触 到 了 点 、 线 、 方 、 贺 之 类 的 图 形 ， 以 
及 它们 的 性 质 和 相互 关系 ， 如 面积 、 体 积 、 全 等 、 相 似 等 等 ， 
这 些 构 成 了 以 空间 形式 为 主 的 几何 部 分 。 我 们 还 要 接触 到 表示 
几 个 数量 之 间 相互 制约 的 关系 ， 就 是 函数 概念 ， 以 及 它们 的 图 
形 所 表示 的 变量 、 极 限 和 座 标 等 等 ， 这 就 进入 了 把 数 和 形 这 两 
大 基本 概念 沟通 起 来 的 解析 几何 和 初步 微 积分 的 领域 。 我 们 还 
要 接触 到 这 些 基础 知识 在 各 种 实际 运用 中 的 具体 问题 。 上 面 讲 
的 ， 就 是 小 学 和 中 学 数学 课本 的 大 致 轮廓 。 

小 学 和 中 学 数学 课本 的 全 部 内 容 ， 都 是 人 类 在 漫长 的 岁月 
中 积累 下 来 的 数学 知识 的 精华 。 在 探索 这 些 知 识 时 ， 不 少 人 付 
出 了 艰苦 的 劳动 ， 后 来 一 再 加 工 提炼 ， 才 使 这 些 知 识 变 得 简单 
易 懂 。 璧 如 说 负数 的 概念 ， 现 在 大 家 都 很 容易 理解 。 但 是 在 十 
六 世纪 ， 欧 洲 最 博学 的 数学 家 也 感到 难以 理解 ， 甚 至 把 负数 叫 
做 “虚构 的 数 ",“ 荒 雇 的 数 。 直 到 十 八 世纪 ， 英 国 的 一 些 大 学 
还 反对 使 用 负数 。 而 在 我 国 ， 古 代 的 数学 是 十 分 先进 的 。 有 一 
部 数学 经 典 著作 ， 叫 《 九 章 算 术 》, 是 在 两 千年 以 前 西汉 初 年 写 
成 的 。 里 面 有 一 章 《方程 了， 记载 了 十 八 个 联 立方 程 组 的 问题 ， 
未 知 数 从 两 个 到 五 个 ， 在 解 这 些 问 题 的 时 候 已 经 运用 了 正 数 和 
负数 。 我 国 古 代 的 这 个 辉煌 成 就 ， 说 明了 我 国人 民 不 但 有 高 度 
的 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 还 有 高 度 的 抽象 能 力 ， 善 于 以 
广泛 的 实践 为 基础 ， 提 炼 出 有 普遍 意义 的 概念 。 

我 国 古代 在 数学 方面 的 许多 成 就 ,经 历 了 长 期 的 历史 考验 ， 
直到 今天 还 有 现实 意义 。 例 如 在 多 种 多 样 的 实际 应 用 中 要 解决 
的 联 立方 程 组 ， 未 知 数 不 是 三 个 五 个 ， 而 是 几 十 个 几 百 个 。 解 
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这 样 繁复 的 联 立 方程 组 ， 用 笔算 是 无 论 如 何 办 不 到 的 。 在 电子 
计算 机 出 现 后 不 久 ， 一 位 专家 曾经 估计 ， 一 个 有 二 十 六 个 未 知 
数 的 联 立方 程 组 ， 在 电子 计算 机 上 用 十 八 世纪 在 欧洲 出 现 的 
“ 克 莱 默 方法 ”来 解 ， 得 花 十 万 万 万 万 年 ， 如 果 用 消去 法 来 解 ， 
只 要 用 三 秒 钟 就 够 了 。 这 种 消去 法 ， 我 们 在 中 学 的 代数 课本 上 
就 可 以 学 到 ， 也 是 我 国 两 千年 前 创造 的 方法 ， 也 载 在 《 九 章 算 
术 》 上 。 

我 国 古代 在 数学 方面 ， 创 造 了 丰富 多 采 的 理论 和 方法 ， 为 
人 类 作出 了 很 大 的 贡献 。 但 是 由 于 长 时 期 的 封建 统治 和 近 一 百 
多 年 来 的 帝国 主义 侵略 ， 生 产 得 不 到 发 展 ， 数 学 的 发 展 也 停滞 
了 。 而 欧洲 ， 由 于 文艺 复兴 和 工业 革命 ， 资 本 主义 制度 取代 了 
封建 制度 ， 解 放 了 生产 力 ， 打 开 了 数学 发 展 的 新 局 面 ， 出 现 了 
解析 几何 、 微 积分 以 及 内 容 丰 富 的 现代 数学 。 这 些 现代 数学 知 
识 ， 都 是 我 们 实现 四 个 现代 化 所 必 不 可 少 的 。 举 例 来 说 ， 搞 工 
业 总 要 遇 到 如 何 能 多 快 好 省 的 问题 。 最 简单 的 这 一 类 问题 可 以 
归结 成 这 样 的 形式 ， 求 一 个 函数 的 极 大 值 或 极 小 值 。 有 了 微 积 
分 的 知识 ， 这 一 类 问题 的 解决 就 变 得 轻而易举 了 。 现 代 的 大 工 
业 中 ， 还 出 现 了 许多 新 的 求 极 大 值 和 极 小 值 的 问题 : 有 的 函数 
关系 根本 不 知道 ， 有 的 虽然 知道 了 函数 关系 ， 但 是 变数 受 着 一 
些 不 等 式 的 限制 。 解 决 这 样 的 问题 ， 微 积分 也 无 能 为 力 ， 数 学 
家 们 就 创造 了 一 些 新 的 理论 和 方法 ， 解 决 前 一 类 问题 的 有 优选 
法 ， 解 决 后 一 类 问题 的 有 规划 论 。 

不 但 工业 要 用 到 数学 ， 农 业 机 械 化 和 国防 现代 化 也 都 要 用 
到 高 深 的 数学 。 农 业 现代 化 首先 要 实现 机 械 化 ， 在 农业 机 械 的 
制造 中 ， 就 有 大 量 的 数学 问题 ,例如 拖拉 机 上 一 个 小 小 的 创 铁 ， 
犁 面 做 成 什么 形状 ， 翻 土 的 作用 才能 起 得 好 ， 用 到 的 数学 就 不 
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简单 。 国 防 现代 化 要 设计 新 武器 ， 要 提高 作战 能 力 ， 如 导弹 形 
体 的 设计 ， 要 考虑 到 振动 不 致 影响 方向 的 问题 ,在 指挥 空战 中 ， 
要 考 虞 到 敌 机 如 何 逃 避 和 我 机 如 何 追 逐 的 所 谓 追 逃 问题 。 所 有 
的 问题 都 要 用 高 深 的 数学 知识 来 解决 。 科 学 技术 的 现代 化 ， 遇 
到 的 数学 问题 就 更 多 了 。 毛 主席 有 过 重要 指示 ， 要 进行 基本 粒 
子 的 研究 。 这 是 目前 世界 上 最 活跃 的 一 门 科 学 ， 几 乎 所 有 的 数 
学 工具 都 运用 上 了 。 数 学 作为 一 种 应 用 的 武器 ， 可 以 说 无 孔 不 
入 。 四 个 现代 化 如 果 离 开 了 数学 ， 将 寸步 难 行 。 
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消除 对 数学 的 神秘 感 
一 一 推荐 《数学 译 林 》 


一 个 人 从 小 学 、 中 学 到 大 学 ， 在 各 项 课程 中 ， 投 入 时 间 最 
多 的 ， 无 过 于 数学 。 一 个 人 涉猎 群 书 ， 在 各 种 读物 中 ， 最 感到 
费解 的 ， 也 无 过 于 数学 。 数 学 的 各 种 书刊 ， 不 仅 对 于 非 数学 家 
是 一 种 禁区 ， 即 使 是 数学 家 ， 从 事 数学 这 一 领域 研究 的 专家 要 
阅读 另 一 领域 的 著作 ， 对 于 其 中 出 现 的 许多 概念 符号 〈 更 不 用 
说 推理 论证 ), 也 往往 会 感到 玄妙 莫 测 ， 必 须 花 费 很 大 的 气力 才 
能 得 到 一 个 大 致 的 印象 与 了 解 。 

如 何 填 平 数学 与 非 数 学 之 间 的 鸿沟 ， 消 除非 数学 家 对 数学 
的 神秘 莫 测 感 ? 如 何 消除 数学 各 个 不 同 领域 专家 之 间 的 隔 闵 ， 
使 他 们 不 致 隔行 如 隔山 ,以 增进 彼此 间 的 了 解 并 进而 交流 合作 ? 
这 都 是 值得 重视 的 问题 。 

《数学 译 林 》 这 一 刊物 ， 不 同 于 一 般 的 数学 刊物 ， 它 多 少 有 
助 于 弥补 上 面 所 说 的 那 一 些 缺 陷 。 

《数学 译 林 》 是 以 译文 为 主 的 综合 性 数学 刊物 ， 其 目的 在 于 
介绍 国外 数学 的 进展 ， 普 及 现代 数学 知识 ， 由 此 促进 我 国 数学 
事业 的 发 展 与 水 平 的 提高 。 

《数学 译 林 》 腑 有 各 项 专栏 。 综 合 报告 与 专题 介绍 专栏 就 对 
某 一 领域 或 某 一 专题 的 历史 与 现状 作 较 全 面 较 通俗 的 论述 ， 使 
非 本 专业 的 人 能 迅速 获得 对 它 的 了 解 ， 甚 至 被 吸引 到 这 一 方面 
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来 参加 工作 。 

数学 史 与 人 物 传记 专栏 评介 数学 发 展 中 出 现 的 重要 事件 与 
著名 学 者 的 重大 贡献 ， 从 历史 名 人 到 当代 标新立异 的 数 学 家 ， 
从 个 别人 物 到 影响 巨大 的 大 学 派 ， 巨 细 不 捐 。 

数学 争鸣 栏 介绍 数学 上 的 重大 争论 ， 例 如 对 纯粹 数学 与 应 
用 数学 以 及 数学 的 作用 等 的 许多 不 同 看 法 。 英 国 某 数 学 权威 扒 
崇 “ 无 用 ”的 数学 为 至 高 无 上 的 数学 的 著名 论点 ， 以 及 另 一 有 
名 学 者 对 它 的 反驳 ， 就 登载 在 同一 期 中 。 

此 外 ， 如 数学 小 品 、 数 学 教育 、 数 学 竞赛 等 栏 也 都 各 有 特 
色 。 

尤其 值得 一 提 的 是 ， 在 文章 末尾 空白 之 处 ， 往 往 摘 引 了 一 
些 有 名 人 物 的 名 言 警句 ， 足 以 发 人 深 省 。 

自然 ， 数 学 究竟 与 其 他 科学 不 完全 一 样 ， 即 使 是 一 篇 通俗 
著作 ， 牵 涉 到 一 些 专门 的 论述 时 也 会 使 读者 感到 困难 ， 但 这 决 
不 是 主流 。 不 论 是 专业 性 的 数学 专家 ， 或 是 只 对 数学 抱 有 兴趣 
的 门外汉 ， 都 有 可 能 从 刊物 中 找到 一 些 能 使 他 们 满足 的 作品 。 
总 的 说 来 ， 这 一 刊物 大 体 上 能 做 到 雅俗共赏 。 我 自己 可 以 说 既 
是 数学 中 的 雅士 ， 也 是 数学 上 的 俗 客 ， 不 论 从 哪 一 角度 ， 都 是 
这 一 刊物 的 爱好 者 与 经 常 阅读 者 。 为 此 特 将 这 一 刊物 推荐 给 广 
大 读者 。 
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数学 专 论 


《可 剖 形 在 欧 氏 空间 中 
的 实现 问题 ?的 绪论 


一 、 实 现 或 散 入 问题 


依照 FE. Klein 的 经 典 的 理论 ， 几 何 学 研究 某 种 类 型 图 象 
的 某 种 类 型 的 性 质 ， 而 且 也 正 由 于 所 考虑 的 图 象 与 性 质 各 不 相 
同 ， 相 应 地 形成 了 种 种 不 同 的 几何 学 分 支 。 如 果 细 加 分 析 ， 那 
么 各 种 几何 图 象 ， 尽 管 来 源 有 别 ， 归 根 到 底 往往 归结 为 位 于 某 
一 欧 氏 空间 中 的 “具体 ”的 图 象 ， 这 个 欧 氏 空间 可 以 是 有 限 维 
的 ， 也 可 以 是 无 限 维 的 ， 即 Hilbert 空间 。 另 一 方面 ， 为 了 要 
研究 这 些 图 象 的 内 在 的 特性 ， 也 就 是 属于 图 象 本 身 而 与 所 在 空 
间 无 关 的 那 种 特性 ， 就 有 必要 从 一 开始 就 以 抽象 而 独立 的 形式 
来 加 以 定义 ， 例 如 从 Cantor 关于 欧 氏 空间 中 点 集 的 研究 逐渐 
发 展 成 的 拓扑 空间 的 概念 ， 以 及 根据 欧 氏 空间 中 光滑 曲线 、 曲 
面 等 引伸 而 成 的 Riemann 流 形 或 微分 流 形 的 概念 等 。 一 个 自 
然 引 起 的 问题 是 ， 如何 能 把 “抽象 ”概念 与 “具体 ”事物 恒 同 
起 来 。 这 样 一 个 问题 的 正面 的 答案 我 们 称 之 为 “实现 ”定理 或 
“嵌入 ”定理 ， 许 多 几何 学 中 的 基本 定理 正 是 属于 这 样 一 种 性 
质 。 仅 从 拓扑 学 方面 来 说 ， 就 可 以 提 到 下 面 两 个 例子 ， 

1。Urysohn 定理 : Hilbert 空间 中 的 子 空 间 ， 即 正则 而 有 
可 数 基 的 那 种 拓扑 空间 。 

2。Menger-N6beling 定理 : 欧 氏 空间 中 的 闭 园 集 ， 即 维 
数 有 限 、 有 可 数 基 而 紧 致 的 那 种 拓扑 空间 。 
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这 些 定理 给 与 了 某 种 类 型 的 图 象 以 一 个 总 的 概括 。 所 谓 空 
间 的 正则 性 、 紧 致 性 等 等 本 来 是 对 于 欧 氏 空间 中 图 象 观察 分 析 
而 宙 象 出 来 的 ， 上 面 的 两 条 定理 说 明 ， 在 某 种 类 型 图 象 所 具有 
的 无 数 的 拓扑 性 质 里 面 ， 这 些 性 质 是 具有 代表 意义 的 ， 因 此 它 
们 在 拓扑 中 占据 着 重要 地 位 乃 是 当然 的 。 

对 于 这 一 类 问题 ， 我 们 还 可 进一步 考虑 ， 在 一 特定 维 数 的 
欧 氏 空间 中 所 能 容纳 的 图 象 ， 例 如 平面 中 所 有 可 能 的 线性 图 ， 
三 维 空间 中 所 有 可 能 的 Riemann 曲面 等 问题 。 就 拓扑 学 而 论 ， 
我 们 将 探讨 以 下 问题 。 

问题 1 《空间 的 拓扑 实现 ) 一 个 拓扑 空间 可 实现 为 N 维 
欧 氏 空间 中 的 拓扑 子 空间 的 条 件 为 何 ? 

问题 1 《 复 形 的 半 线性 实现 ) 一 个 复 形 具有 前 分 可 实现 
为 一 N 维 欧 氏 空间 中 的 欧 氏 复 形 的 条 件 为 何 ? 

问题 于 《微分 流 形 的 微分 实现 一 个 微分 流 形 可 实现 为 一 
N 维 欧 氏 空间 中 的 光滑 流 形 的 条 件 为 何 ? 

这 样 的 问 是 要求 完全 解决 ， 自 然 希望 是 极 少 的 。 如 果 与 
Riemann 流 形 在 N 维 欧 氏 空间 中 的 实现 问题 相 比 较 , 后 者 自 E. 
Cartan 以 来 即使 在 “局 部 实现 ”问题 上 成 果 也 不 多 ， 由 此 就 可 
以 想到 前 述 问题 的 困难 程度 如 何 ， 事 实 上 ， 我 们 的 工作 也 只 限 
于 提供 一 些 方法 ， 对 上 述 问题 1 一 二 〈 主 要 是 问题 T) 求 得 部 
分 成 果 而 已 。 

这 就 是 本 书 的 目的 。 


二 、 已 知 的 成 果 及 其 分 析 


在 文献 中 曾经 出 现 过 研讨 问题 [ 一直 的 几 种 比较 一 般 的 方 
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法 ， 它 们 对 于 在 N 维 欧 氏 空间 中 实现 的 可 能 性 问题 都 曾 提供 了 
重要 的 知识 ， 以 下 我 们 将 逐一 叙述 这 些 方法 中 的 三 个 方法 。 

方法 1 假设 一 个 紧 臻 空间 X 已 实现 为 一 N 维 欧 氏 空 间 
R* 中 的 子 空间 ， 那 么 考虑 RY- X 与 和 的 性 质 间 的 关 系 ， 即 
将 给 出 和 可 实现 于 这 样 一 个 R” 中 的 某 些 条 件 。 这 一 方法 可 以 
追溯 到 Alexander 的 早期 工作 ， 例 如 ， 由 Alexander 对 偶 定 理 
可 知 在 整 系数 或 mod2Betti 数 间 有 以 下 关系 : pi(R”- 义 )= 
p(X)，i 关 0，p"RN-X)= pi(X)+1。 由 此 即 
得 pY(X)= p-!(RIM 一 和 X)= 0 ， 而 这 给 出 了 基 可 实现 于 R” 
中 的 一 个 必要 条 件 , 特 别 是 一 个 n 维 闭 流 形 不 能 在 R" 中 实现 。 
Hantzsche 应 用 了 同样 的 方法 ， 研 究 了 当 一 个 n 维 闭 流 形 X 实 
现 于 R"! 中 时 ,在 X 与 Ri- X 的 下 同调 群 之 间 的 对 侦 关 系 ， 
由 此 推 得 了 X 可 实现 于 R"! 中 时 用 Betti 数 与 挠 系数 来 表达 的 
一 些 必要 条 件 。 同 样 ， 在 X 是 n 维 投影 空间 时 ，Hopf 通过 对 
于 X 与 R"!- XX 间 同 调 环 的 对 偶 关 系 以 证 明了 一 个 n 维 投影 
空间 不 能 在 R"! 中 实现 这 一 定理 。 与 Hopf 同样 的 想法 使 Th- 
om 获得 了 更 一 般 的 结果 ;一 个 n 维 闭 流 形 X 实 现 于 R" 中 时 
用 XX 的 同调 环 表达 的 某 些 必要 条 件 。 近 年 来 Peterson 研 究 了 
与 RY- 多 《 或 更 正确 些 说 S”- 义 ， 这 里 S" 是 假定 X 已 在 
其 中 实现 的 一 个 n 维 球 ) 间 辣 调运 算 的 关系 ， 由 此 而 获得 若干 
有 趣 的 实现 定理 。 

方法 I 假设 X 已 实现 于 R* 中 ， 与 第 I 方法 有 所 不 同 ,我 
们 可 以 不 考虑 X 与 其 余 集 R* 一 X 的 性 质 间 的 关系 ,而 考 蕊 X 
与 它 在 R* 中 的 邻 域 的 性 质 之 间 的 关系 ,这 个 方法 似乎 是 首先 由 
Whitney 用 之 于 微分 流 形 在 欧 氏 空间 中 的 微分 实 现 这 一 问 题 
上 的 。 依 据 这 种 思考 Whitney 又 创立 了 球 纤维 从 理论 并 引 入 
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了 微分 流 形 M 的 所 谓 Stiefel-Whitney 示 性 类 WieHi(M ,mod 
2 )，, 以 及 对 偶 Whitney 示 性 类 WieH'(M，mod 2 ), 这 些 类 在 
拓扑 学 以 及 微分 几何 中 都 起 了 重要 的 作用 。 就 仅 与 实现 问题 有 
关 者 而 论 ,我 们 暂时 可 以 提 到 下 面 已 成 经 典 的 Whitney 定理 。 
定理 1 (Whitney) 一 个 n 维 微分 流 形 M" 车 能 微分 实现 
于 一 六 维 欧 氏 空间 中 ， 则 必须 有 
WM")=0, k>N-n, (1) 
微分 流 形 上 Stiefel-Whitney 示 性 类 这 一 概念 曾 被 Pont- 
rjagin 推广 为 更 一 般 的 示 性 类 。 其 中 除 Stiefel-Whitney 示 
性 类 外 ， 最 重要 者 为 所 谓 Pontrjagin 示 性 类 PteH4(M)》 与 
对 偶 Pontrjagin 示 性 类 卫 4te 互 4(M)。 与 上 面 的 Whitney 定 
理 同样 ， 我 们 也 有 下 面 的 
定理 2 一 个 n 维 微分 流 形 M” 如 果 能 微分 实现 于 一 NN 维 
欧 氏 空间 R* 中 ， 必 须 有 
E“*(M")=0, 2k >N-n. (2) 
Thom 依据 了 同一 原则 但 应 用 拓扑 空间 的 拓扑 实现 ,研究 了 
实现 于 R* 中 的 空间 X 的 Steenrod 平方 运算 以 及 它 在 R 中 邻 
域 的 Steenrod 平方 运算 间 的 关系 ， 获 得 了 下 面 的 
定理 5 一 个 局 部 可 缩 紧 Hausdorff 空间 X 如 果 可 在 RY 
中 拓扑 实现 ， 必 须 有 
SmiH'(X, mod2) =0, 2i+r>N, (3) 
这 里 
SmisH’ (X, mod 2) >H"’i (X, mod 2) 
是 由 Steenrod 平方 运算 从 下 关系 所 确定 的 某 种 同 态 ， 


0， kk 二 0 时 ， 
smsa={ 时 
Hi 便 同 同 态 ， k = 0 时 。 


(4) 
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同一 原则 还 曾 被 不 少 学 者 用 以 研究 微分 流 形 的 微分 实现 问 
题 ， 例 如 Massey 研究 了 流 形 实现 于 欧 氏 空间 中 时 它 的 “ 管 
形 ” 的 上 同调 环 ，Atiyah 则 把 这 一 管 形 作为 所 谓 流 形 的 Grot- 
henthick 环 的 一 个 元 素来 研究 它 ， 等 等 ， 似 乎 循 着 这 一 方向 还 
有 着 广阔 的 前 景 。 

方法 下 ”在 1932 年 时 Van Kampen 发 表 了 一 篇 非常 有 趣 
的 论文 ， 其 内 容 是 关于 复 形 在 欧 氏 空间 中 的 半 线 性 实现 ， 而 所 
用 方法 的 原则 则 与 前 二 者 完全 不 同 。 由 于 它 的 重要 性 我 们 将 在 
以 下 作 较 详细 的 描述 。 

很 早 以 前 就 已 经 知道 ， 一 个 nn 维 单纯 复 形 K* 必 可 在 一 2n 
+ 1 维 欧 氏 空间 中 线性 实现 ，Van Kampen 进一步 探讨 了 天” 
在 2 n 维 欧 氏 空间 R*” 中 线性 实现 的 问题 并 依 下 面 的 想法 来 进 
行 : : 

设想 把 一 个 n 维 有 限 单纯 复 形 K"“ 尽 量 可 能 ”地 线 性 实 
现 于 R” 中 ,一 般 说 来 ,我 们 自然 不 可 能 期 望 得 到 一 个 真正 的 实 
现 ， 但 将 得 到 一 个 几乎 近似 于 真正 的 实现 。 换 言 之 ， 只 有 有 限 
多 个 “ 奇 点 ”的 近似 真正 实现 ， 这 些 奇 点 乃 是 K "中 两 个 本 不 
相 过 的 n 维 音 形 放 入 及 2 中 后 可 能 有 的 交点 。 现 在 的 问题 是 
(从 这 些 奇 点 的 探讨 是 否 可 以 导出 一 些 只 与 K "有关 但 与 方法 
无 关 的 不 变量 ? 〈ii) 有 什么 方法 以 及 在 什么 条 件 之 下 可 以 除 去 
这 些 奇 点 以 得 到 一 个 真正 的 〈 半 线性 ) 实现 ? 

为 此 设 K" 中 的 k 维 单 形 为 S#+。K" 中 两 个 没有 公共 顶点 
的 单 形 将 称 为 是 分 离 的 。 命 4 为 所 有 无 序 指数 侦 i，j) 的 集 
合 。 对 应 于 分 离 的 n 维 单 形 Sm 与 Sn" 所 成 的 偶 ， 作 一 整 
数 环 上 的 向 量 空 间 L， 其 维 数 恰 为 A 中 元 素 的 个 数 。 于 
是 工 中 任 一 向 量 可 表 作 一 组 整数 (ay), 这 里 (i，jDe4. 对 
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K" 中 每 一 对 分 离 的 单 形 So”: 与 Sm 可 作 一 工 中 的 向 量 Va= 
(ab) 如 下 : 如 果 i，ji 都 关 1 ， 或 其 中 之 一 ， 例 如 j = 1， 但 
So 非 Si 的 面 时 ， 即 置 cj = 0 ， 否 则 置 au= 土 1 (符号 适 
当地 选取 )。 如 果 p - p 是 上 面 这 种 向 量 Vi 间 的 一 个 整 系数 
线性 组 合 ， 则 工 中 的 两 个 向 量 p 、p “将 称 为 等 价 的 。 于 是 工 
中 的 向 量 分 成 了 若干 等 价 类 ， 任 一 K" 到 R*" 中 依 前 面 所 说 的 那 
种 近似 真正 实现 ， 将 确定 一 工 中 的 向 量 P = (ci)， 其 中 他 
为 Sr 与 S 严 在 确定 定向 Rz" 中 的 交 截 数 。VYan Kampen 的 工 
作 指 出 ,不 论 K" 到 R”? 中 的 近似 真正 实现 如 何 ， 相 应 向 量 P 的 
等 价 类 总 是 相同 的 , 因 之 是 复 形 K "的 一 个 不 变量 ， 而 这 给 出 了 
上 面 问题 《I ) 的 一 个 答案 ， 记 此 不 变量 为 (K"*), 则 显然 
有 下 面 的 定理 。 

定理 4 (Van Kampen) 一 个 nn 维 有 限 单纯 复 形 K" 如 能 在 
R*" 中 线性 实现 (或 甚至 半 线 性 实现 )， 必 须 有 

Y(CK") = 0 (5) 

《 即 等 价 类 V(K") 含 有 工 中 的 0 向 量 )。 

由 VC(K") 的 定义 可 见 由 一 K" 到 R** 中 的 近似 真正 实现 f 
所 确定 的 向 量 p ， 可 以 视 为 是 f 成 为 一 个 真正 实现 的 某 种 “ 阻 
碍 ”, 它 体现 了 与 一 真正 实现 之 间 差距 的 某 种 度量 ， 因 此 自然 
地 引起 这 样 的 猜测 ， 即 CK") 之 为 0 将 使 奇 点 的 除去 成 为 可 
能 ,以 致 条 件 (5) 不 仅 是 K" 可 线性 或 半 线 性 地 实现 于 Rz" 中 的 必 
要 条 件 , 同 时 也 是 充分 条 件 ， 在 n>>2 时 ，Van Kampen 也 曾 发 
表 了 这 样 的 一 个 证 明 ， 但 其 中 一 个 根本 性 的 错误 使 这 一 证 明 本 
身 不 能 成 立 ， 这 一 问题 因 之 虚 悬 直至 晚近 始 获 解 决 ， 这 在 下 面 
还 将 论 及 。 

如 果 Van Kampen 只 考虑 了 复 形 在 欧 氏 空间 中 的 线性 或 
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半 线 性 实现 的 问题 ， 那 么 Whitney 与 Pontrjagin 在 考虑 微分 
流 形 在 欧 氏 空间 中 的 微分 实现 问题 时 ， 也 使 用 了 与 之 有 某 种 类 
似 的 “阻碍 ”方法 。 例 如 ， 早 在 1936 年 时 ，Whitney 就 证 明 
了 一 个 n 维 微分 流 形 M" 必 可 微分 实现 于 一 2 n + 1 维 欧 氏 空 
闻 中 。 如 果 我 们 尝试 把 M" 尽 可 能 地 微分 实现 于 某 一 NN 维 欧 氏 
空间 中 ,而 N<2n 时 ,一 般 说 来 将 出 现 一 些 奇 点 ， 而 象 Pon- 
trjagin 所 证 明 的 那样 ， 这 些 奇 点 将 负载 某 些 下 闭 链 ， 它 们 的 
对 偶 上 同调 类 将 与 合理 地 选择 的 近似 真正 实现 无 关 而 为 流 形 不 
变量 ， 在 后 来 被 称 为 流 形 的 示 性 类 ， 它 们 包括 了 在 方法 I 中 已 
经 提 到 过 的 Stiefel-Whitney 示 性 类 与 Pontrjagin 示人 性 类 。 
从 这 一 点 也 可 得 出 定理 1 与 2 来 。 再 者 , 在 N=2n 时 ，M" 到 
R*" 中 一 个 合理 的 近似 真正 实现 将 只 有 一 些 孤立 的 奇 点 ， 而 除 
去 这 些 奇 点 的 一 些 方法 使 Whitney 获得 下 面 的 且 同 样 已 成 为 
经 典 的 定理 。 

定理 5 (Whitney〉》 任 一 维 微分 流 形 必 可 微分 实现 于 
Rz" 中 。 

象 由 Shapiro 与 作者 所 指出 的 那样 ， 在 n 2 时 这 一 W- 
hitney 的 方法 也 可 用 在 某 些 情况 下 移 去 一 个 n 维 复 形 到 R”? 中 
一 近似 真正 半 线 性 实现 中 所 出 现 的 奇 点 ， 而 这 恰好 弥补 了 Van 
Kampen 原 证 中 的 缺陷 ， 从 而 回答 了 在 上 述 情 形 下 的 问题 
(1): 

定理 6 (Van Kampen-Shapiro- 吴 文俊 ) 一 个 维 数 n > 2 
的 有 限 单纯 复 形 K" 如 果 有 

VY(K")= 0， 
则 必 可 半 线 性 地 实现 于 R”” 中 。 
应 该 提 到 ， 象 上 面 所 描述 的 由 Van Kampen 与 Whitney 
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所 建立 的 基本 想法 ， 已 被 Haefliger 用 之 于 微分 流 形 微分 实现 
问题 上 而 且 推广 甚 远 ，Haefliger 有 关 流 形 的 这 一 理论 ， 在 什 
么 程度 上 可 以 推广 到 可 前 形 或 复 形 的 实现 问题 上 ， 帮 是 一 个 极 
有 意义 的 课题 。 


三 、 本 书 中 的 方法 


本 书 中 用 以 处 理 实现 问题 的 方法 ,奠基 于 下 面 简单 的 观察 ， 
一 个 空间 XX 到 另 一 空间 Y 中 的 《拓扑 ) 实现 ， 需 要 存在 一 个 一 
对 一 的 X 到 Y 了 中 的 映 象 ff， 以 致 1(X) 在 f 下 与 XxX 拓扑 等 价 ， 
这 样 一 个 实现 映 象 了 ， 因 之 是 一 个 “拓扑 ”的 连续 映 象 ， 其 主 
要 的 特征 之 一 是 一 对 一 的 。 因 此 所 谓 实现 问题 是 一 “拓扑 性 ? 
的 问题 ， 而 与 流行 于 代数 拓扑 中 大 部 分 问题 ， 主 要 是 属于 “ 同 
伦 性 ”的 问题 有 别 。 对 后 者 ， 由 于 主要 是 “ 同 伦 性 ”的 ， 故 代 
数 拓扑 中 的 强 有 力 的 “ 同 伦 ”方法 ， 往 往 直接 可 以 应 用 上 去 ， 而 
对 前 者 则 否 。 为 了 要 克服 这 一 潜在 于 实现 问题 中 的 困难 ， 必 须 
找到 合适 的 方法 把 映 象 了 的 一 对 一 性 显露 出 来 ， 然 后 再 使 用 通 
常 的 同 伦 方法 。 

为 此 我 们 引入 了 空间 洛 * 与 X*, 各 由 和 的 所 有 有 序 与 无 序 
点 偶 〈xi，xa?) 与 [xi，xz] = [Xz，x1] 所 组 成, 这 里 xi、xzeX 
而 x 天 X2。 试 考 蝶 从 Y 依 同样 方式 导出 的 空间 产 * 与 Y*， 于 是 
一 个 实现 映 象 :Xx 一 Y 了 将 自然 地 引出 实现 映 象 方 : 党 *-~> 空 * 与 
F:X*->Y*， 这 里 F(Xi, X2)=(f(X)， 了 (Xx2)) 与 F[xis 
X2]=[ 了 (x1)，f (xz)]。 如 果 估计 到 映 象 f 的 一 对 一 性 在 定 
义 E 与 F 时 即 已 用 到 ,就 不 难 引 导 到 这 样 一 个 猜测 , 即使 我 们 只 
考虑 与 的 连续 性 ， 也 要 比 只 考虑 了 的 连续 性 者 为 多 ， 而 这 
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仅仅 是 “ 同 伦 ” 方法 在 与 F 上 的 应 用 ， 这 就 可 给 出 X 到 了 
中 实现 可 能 性 的 一 些 实质 性 的 线索 。 不 出 所 料 ,真正 的 情 
况 确 是 这 样 。 

事实 上 ， 试 记 党 * 到 X* 以 及 Y* 到 Y* 的 自然 投影 各 为 x 
与 zy， 则 有 以 下 作为 连续 映 象 的 可 交换 图 象 ， 其 中 与 的 
一 对 一 性 我 们 已 置 诸 不 顾 : 


EF 


K+ — 
| > | (*) 
KX#————>Y* 


现在 的 问题 是 ， 从 这 样 一 个 可 交换 图 象 能 得 出 些 什么 结论 呢 ? 

对 于 这 样 的 问题 是 有 现成 的 工具 可 用 的 。 显 然 党 * 是 X* 上 
的 一 个 二 叶 覆 迭 空 间 ， 其 覆 迭 变换 是 一 在 Y* 中 没有 定点 而 周 
期 等 于 2 的 拓扑 变换 ， 于 是 P. A. Smith 的 著名 理论 指出 对 这 
样 一 对 空间 (党 * ，X*) 可 配 以 一 组 上 类 A"(XY*，X*)eH" 
CX*，I wm)，m 之 0 ， 这 里 1 om 等 于 整数 群 或 模 2 整数 加 法 
群 ， 视 mm 为 偶数 或 奇数 而 定 。 由 于 说 *、X* 与 xx 都 完全 依 
赖 于 空间 X ， 故 这 些 类 An( 党 *，X*) 实际 上 是 X 自身 的 拓扑 
不 变量 而 可 合理 地 使 用 下 面 的 记号 

PD"(X)= An(XA*, KX*)EH"(X*, Lm) 

容易 证 明 @"(X) = 0 将 蕴含 不 论 ?> 0 如 何 都 有 @m" 
(X)= 0， 因 之 可 引进 一 整数 工 (X ) 或 + co 使 其 为 使 到 "” (X) 
= 0 的 最 小 整数 。 同 样 对 了 也 可 定义 中 "( 了 ) 与 I(Y)， 于 是 
依 P. A. Smith 的 理论 从 可 交换 图 象 (*) 可 得 

F*@"(Y) = DB"(X)。 
由 此 即 得 
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定理 1 一 个 空间 X 如 果 能 拓扑 实现 于 一 空间 Y 中 ， 则 必 

须 有 
T(X)<TITCY)。 

特别 在 Y 等 干 一 和 N 维 欧 氏 空间 R" 时 ,可 证 1(R”) = N 
1 。 因 之 有 以 下 定理 作为 推论 。 

定理 2 一 个 空间 X 如 果 可 在 六 维 欧 氏 空间 R" 中 拓扑 实 
现 ， 则 必须 有 

I(X)<N-1,， 
或 即 
PIX)= 0 

这 两 定理 虽然 是 P. A. Smith 理论 的 直接 推论 ， 却 是 我 们 
整个 理论 的 核心 。 值 得 注意 的 是 ， 这 些 定理 ,尽管 如 此 不 足 道 ， 
却 还 包含 了 象 82 所 叙述 的 Whitney、Thom、 Van Kampen 
等 人 的 主要 结果 作为 它们 的 特 款 。 更 精确 言 之 ， 我 们 有 以 下 庄 
定理 〈p: 表 模 2 约 化 )。 

定理 5 ”如果 X 是 一 局 部 可 缩 的 紧 Hausdorff 空间 ， 且 有 
PPN(X)= 0， 则 有 

SmiH”(X，mod2)=0，2i+r>>No。 

定理 4 ”如 果 M" 是 一 n 维 微分 流 形 , 且 有 P;%*(M")= 0， 

则 
Wi(M")= 0, k>N-n 时 。 

定理 5 一 个 n 维 有 限 单纯 复 形 K" 的 Van Kampen 不 变 
量 V(K")， 如 果 适 当地 给 以 诠释 ， 即 为 上 类 B77(|K"|)。 

最 后 一 个 定理 说 明 n 维 复 形 K" 的 上 类 B*"(| K"|) 可 以 诠 
释 为 K" 到 R” 中 线性 或 半 线 性 实现 的 某 种 阻碍 ， 对 于 其 他 的 
那些 类 B"( | K"|) 也 同样 ， 而 这 给 出 了 这 些 -类 的 一 个 阻碍 
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理论 ， 这 一 理论 由 作者 也 由 Shapiro 所 建立 ， 特 别 是 , 象 在 82 
中 及 其 末 所 令 述 的 那样 ，Van Kampen 的 方法 配合 着 Whitney 
的 一 个 方法 ， 足 以 移 去 Van Kampen 原 证 中 的 一 个 缺陷 而 与 
8$ 2 的 定理 5 相 结合 时 ， 可 用 以 证 明 下 面 的 

定理 6 一 个 维 数 n > 2 的 有 限 可 齐 形 K" 在 R”? 中 可 拓扑 
实现 的 充 要 条 件 是 DP*"(|K"|)= 0。 

应 该 提 到 上 面 的 简要 理论 可 以 循 着 种 种 不 同 的 方向 加 以 推 
广 。 首 先 ， 不 仅 可 以 考虑 实现 或 嵌入 问题 ， 还 可 用 同样 方法 来 
考虑 局 部 实现 或 浸入 以 及 同 痕 等 问题 ， 并 可 获得 与 定理 6 相当 
的 类 似 结果 。 其 次 ， 与 空间 X 相 配 的 空间 祥 * 可 视 为 由 一 两 个 
点 组 成 的 标准 空间 Z 到 X 中 所 有 拓扑 映 象 所 构成 的 一 个 空间 工 
(Z，X)。 于 是 不 用 这 一 Z 以 及 Z 到 X 中 的 拓扑 映 象 作为 标准 
空间 与 标准 映 象 ， 我 们 也 可 使 用 其 他 的 标准 空间 作为 Z 也 可 用 
其 他 类 型 比 拓扑 映 象 更 灵活 的 映 象 来 定义 T(2Z ，X)。 例 如 在 
本 书 中 我 们 即 考 开 了 对 任意 质数 p，Z 是 由 了 个 点 所 成 的 空间 
以 及 Z 等 于 碟 形 等 这 些 情形 。 最 后 ,在 某 些 B"(X)= 0 时 并 
可 发 展 一 个 二 阶 阻碍 的 理论 ， 这 在 X 等 于 微分 流 形 的 情形 已 证 
实 是 富有 成 果 的 ， 但 由 于 这 一 理论 正 处 于 发 展 过 程 中 ， 故 本 书 
不 得 不 割爱 。 对 此 有 兴趣 的 读者 ， 可 参看 在 《中 国 科 学 》1964 
年 度 中 发 表 的 岳 景 中 与 作者 的 有 关 短 文 。 


四 、 本 书 的 结构 


本 书 共 分 七 章 ， 其 逻辑 上 的 联系 如 下 图 所 示 ， 
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查 碍 理论 | | 充分 性 定理 | 





第 三 章 在 全 书 中 占据 着 中 心 的 位 置 。 它 叙述 了 所 使 用 的 一 
般 方法 ， 说 明了 有 关 的 基本 概念 ， 并 提出 了 研究 各 类 问题 的 基 
本 不 变量 , 即 研究 代入 问题 的 守 ,- 类 ,研究 浸入 问题 的 铬 -类 以 
及 研究 同 痕 的 作 - 类 等 。 第 一 、 二 两 章 比较 说 来 是 属于 准 备 性 
质 的 ， 前 者 指出 了 在 第 三 章 中 所 引进 的 那 种 基本 不 变 量 的 特 
性 ， 即 拓扑 不 变 但 非 同 伦 不 变 的 那 种 性 质 ， 并 叙述 了 构成 具有 
这 种 特性 的 不 变量 的 一 个 一 般 方法 ， 后 者 则 介绍 了 关于 周期 变 
换 在 没有 奇 点 情形 下 的 P. A. Smith 的 理论 ， 它 给 出 了 工 具 
以 构成 对 我 们 来 说 是 重要 的 那些 基本 不 变量 。 

最 后 四 章 中 主要 介绍 第 三 章 所 述 一 般 方法 的 应 用 。 第 四 章 
引进 了 同调 运算 ， 与 通常 方法 不 同 而 仍然 依据 于 P. A. Smith 
关于 周期 变换 的 理论 ， 通 过 这 些 运算 表达 出 嵌入 与 浸入 的 某 些 
条 件 ， 特 别 是 因此 证 明了 $ 2 中 Thom 的 定理 3 以 及 $3 中 的 
定理 3 ,第 五 章 包括 了 Van Kampen 阻碍 理论 在 嵌入 、 浸 入 与 
同 痕 方面 的 推广 ， 依 据 这 一 阻碍 理论 将 在 第 六 章 中 证 明 ， 在 一 
般 情形 时 用 我 们 的 基本 不 变量 来 表达 的 那些 必要 条 件 ， 在 某 些 
临界 情形 下 同时 也 是 充分 的 。 最 后 一 章 则 致力 于 流 形 的 其 入 、 
浸入 与 同 痕 问 题 ， 我 们 不 仅 证 明了 Whitney 的 那些 定理 ( 8 2 
的 定理 1 与 2 )， 并 证 明了 各 种 条 件 ， 即 象 第 三 章 中 用 本 书 的 
基本 不 变量 所 表达 的 条 件 ， 象 第 四 章 中 用 同调 运算 表 达 的 条 
件 ， 以 及 在 末 一 章 中 用 示 性 类 来 表达 的 那些 条 件 ， 在 组 合流 形 
的 情形 下 恰恰 是 彼此 等 价 的 。 
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应 该 提出 ， 我 们 所 考虑 的 问题 主要 是 8I 的 问题 I 与 工 ， 
而 问题 下 实际 上 并 未 触及 ， 即 使 是 whitney 的 定理 以 及 各 种 
条 件 的 等 价 关 系 ， 我 们 也 是 就 组 合流 形 的 拓扑 嵌入 与 线性 嵌入 
等 等 这 些 情形 下 来 考虑 的 ， 而 不 是 考虑 微分 流 形 的 微分 嵌入 等 
等 情形 ， 因 此 整个 处 理 方式 可 以 说 是 初等 性 质 的 ， 唯 一 的 例外 
或 许 是 第 六 章 的 片段 以 及 第 七 章 的 8 5 。 事实 上 ,微分 流 形 的 微 
分 嵌入 等 问题 需 用 的 方法 与 工具 和 本 书 中 所 使 用 者 相距 其 远 ， 
也 因为 这 一 原因 我 们 完全 把 它 略 去 了 。 

在 本 书 之 末 又 附 入 了 一 些 历史 性 注释 ， 对 于 有 关 的 历史 发 
展 以 及 与 其 他 理论 的 联系 作 了 一 些 说 明 。 

作者 非常 感谢 许多 同志 的 帮助 ， 特 别 应 该 提 到 北京 大 学 的 
雇 山 涛 教授 与 中 国 科 学 院 数学 研究 所 已 故 岳 景 中 同志 。 对 于 前 
者 ， 作 者 曾 借用 他 不 少 重要 的 想法 并 芙 素 于 全 书 之 中 ， 而 且 在 
第 七 章 中 占 着 重要 地 位 的 吴 振 德 的 工作 ， 是 在 廖 先 生 的 协助 指 
导 下 完成 的 ， 对 于 后 者 ， 作 者 曾 与 他 有 过 不 少 可 贵 的 讨论 ， 而 
且 第 五 章 中 一 个 重要 定理 由 他 给 出 了 一 个 简单 漂亮 的 证 明 ， 并 
得 到 他 的 允许 而 插入 本 书 中 。 此 外 ， 作 者 还 愿意 提 到 李 培 信 、 
江 嘉 禾 、 熊 金城 与 钳 言 林 等 同志 ， 他 们 都 是 在 中 国 科学 院 数学 
研究 所 工作 ， 与 作者 共事 。 
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印刷 电路 与 集成 电 
路 中 的 布线 问题 


作为 《可 前 形 在 欧 氏 空间 中 的 实现 问题 》 示 媒 类 理论 的 一 
个 实际 应 用 ， 本 文 介绍 了 印刷 电路 与 集成 电路 的 布线 问题 。 集 
成 电路 是 60 年 代 的 产物 ， 70 年 代 则 发 展 为 大 规模 的 集成 电路 
(LSI)， 它 的 出 现 改 变 了 电子 计算 机 的 设计 思想 。 在 应 用 分 
离 元 件 的 时 代 ， 一 个 主要 的 设计 要 求 是 力求 采用 最 少量 的 元 件 
与 电路 ， 而 现在 则 已 认识 到 主要 矛盾 在 于 LSI 间 的 连接 而 非 元 
件 与 电路 的 数量 。 丢 开 有 关 元 件 与 电路 图 形 的 几何 尺寸 以 及 性 
能 与 工艺 等 因素 不 计 ， 则 连接 问题 或 所 谓 布线 问题 在 数学 上 可 
归结 为 一 个 线 图 在 一 个 或 几 个 平面 中 的 嵌入 与 相连 的 问题 。 
外 有 些 专著 把 这 一 问题 视 为 未 来 新 型 计算 机 设计 成 败 的 关键， 
虽 言 之 过 甚 ， 但 自 60 年 代 初 以 至 最 近 ， 国 外 每 年 都 有 不 少 文 
献 探讨 这 一 数学 问题 ， 这 决 不 是 偶然 的 。 就 作者 查 到 的 文献 来 
说 ， 国 外 远 未 解决 这 一 已 化 成 数学 形式 的 问题 ， 更 不 用 说 需要 
考虑 性 能 工艺 以 及 多 快 好 省 等 其 他 许多 因素 了 。 

作者 在 1966 一 1967 年 间 ， 从 示 嵌 类 理论 入 手 ， 部 分 解决 
了 上 述 问题 ， 至 1973 年 算是 彻底 解决 了 数学 方面 的 问题 ,并 脱 
离 了 示 嵌 类 理论 这 一 框框 ， 所 得 结论 与 使 用 方法 曾 用 简报 形式 
发 表 于 科学 通报 1974 年 第 5 期 226 一 228 页 ， 题 目 是 《线性 图 
的 平面 庶 入 》， 本 文 是 这 一 简报 的 详细 论述 。 欢 迎 有 关 同 志 把 
本 文 与 国外 类 似 文献 进行 分 析 比 较 ， 以 资 鉴别 ， 并 提出 批评 意 
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见 。 由 于 作者 接触 实际 少 ， 更 乏 实践 经 验 , 同 时 写作 时 间 仓促 ， 
在 问题 的 提 法 与 解法 要 求 上 与 实际 情况 有 所 出 入 是 很 自然 也 是 
难免 的 ， 亟 盼 有 关 同 志 指出 缺点 错误 ， 并 提出 新 的 问题 ， 以 便 
作 更 进一步 的 深入 考虑 。 


--、 问 题 的 提出 


1。 问题 的 背景 与 来 历 

集成 电路 的 出 现 产生 了 第 三 代 计 算 机 系统 ， 而 大 规模 集成 
电路 的 迅速 发 展 又 促进 了 第 四 代 计 算 机 的 出 现 ， 印 刷 电路 或 集 
成 电路 以 及 大 规模 集成 电路 把 大 量 元 件 或 /与 门 电路 构成 于 一 
块 半 导体 片上 。 在 这 些 元 件 或 与 门 电路 间 用 导线 相连 ， 即 所 
谓 布线 或 互 连 。 由 于 这 些 导线 不 能 相互 交叉 ， 因 此 ， 即 使 在 极 
简单 的 情形 ， 要 在 一 个 平面 上 实现 布线 也 往往 是 不 可 能 的 。 为 
此 ， 元 件 或 /与 门 电路 间 的 相互 布线 一 般 说 来 至 少 需要 两 层 才 
行 。 这 样 就 必须 采用 多 层 布线 ， 利 用 通 孔 将 不 同 两 层 上 的 布线 
连接 起 来 ， 或 则 采取 跨 接 与 穿 接 的 办 法 来 避免 不 应 有 的 交叉 。 

究竟 元 件 或 /与 门 电 路 应 如 何 配置 ， 各 层 上 的 导线 应 如 何 
布设 ， 不 同 层 间 应 如 何 通 孔 连接 ， 或 应 在 何 处 跨 接 穿 接 ， 即 现 
在 所 称 布线 问题 的 主要 内 容 。 自 然 ， 在 这 里 我 们 将 元 件 或 与 
门 电路 的 形状 大 小 ， 以 及 导线 的 粗细 长 短 与 是 否 过 密 等 这 一 类 
内 容 已 略 去 不 加 考虑 ,更 不 用 说 牵涉 到 电路 性 能 这 一 类 内 容 了 。 

作为 一 个 简单 的 实例 说 明 ， 试 考虑 图 1 所 示 一 个 通用 的 触 
发 器 电路 。 电 路 中 有 : 

晶体 管 2 CT 1 一 2) 
二 极 管 8 CD 1 一 8) 
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电 阻 10 (R1 一 10) ， 
电 容 4 (《C 1 一 2)， 

以 及 电阻 二 极 管 元 件 组 4 (DR 1 一 4 )。 

各 端 @O 指 地 ，@ 一 @ 为 固定 电源 ， 回 ，@@ 为 输出 端 ，@ 与 
@G，CP 为 打 入 端 ，3 与 及 各 为 置 位 与 复位 端 。 

显然 这 样 一 个 电路 要 配置 在 同一 平面 层 上 是 不 可 能 的 。 由 
于 电源 与 地 线 一 般 布设 在 与 逻辑 线 不 同 的 平面 层 上 ， 因 而 可 把 
这 些 端 线 以 及 直接 相连 的 元 件 略 去 而 只 考虑 所 得 如 图 2 所 示 简 
化 后 的 电路 即 可 。 

粗略 看 来 ， 如 果 我 们 将 原 给 电路 图 1 或 简化 后 图 2 中 的 所 
有 横向 导线 布设 在 一 平面 上 ,所 有 纵向 导线 布设 在 另 一 平面 上 ， 
再 按 导线 相 接 处 用 通 孔 相连 ， 则 理论 上 任何 复杂 的 电路 图 只 需 
用 两 个 (或 三 个 ) 平面 层 就 可 完成 布线 了 。 但 这 样 通 孔 数目 将 
不 必要 地 过 多 ， 而 通 孔 的 存在 正 是 使 集成 电路 性 能 与 成 品 率 大 
为 降低 的 重要 因素 之 一 。 因 之 这 种 做 法 不 能 符合 实际 需求 而 需 
另 观 途 径 。 这 正 是 问题 之 困难 所 在 。 

仍 回 到 前 面 图 2 。 注 意 各 输入 输出 端 需 配置 在 平面 层 的 边 
缘 上 ， 又 在 彼此 相连 且 无 元 件 阻 隔 的 导线 上 电位 到 处 相同 ， 这 
些 电位 在 图 中 记 作 Y4 一 14 (在 原 电位 图 1 中 电位 为 Y0 一 18 ) 。 
由 于 不 考虑 元 件 的 几何 形状 与 大 小 ， 我 们 可 把 这 一 简化 电路 图 
改 成 图 3 那样 的 线 图 ， 其 中 各 元 件 与 电位 都 用 点 表示 ，B 点 则 
代表 边缘 。 容 易 看 出 ， 简 化 电路 的 布线 问题 与 这 一 线 图 的 布线 
问题 完全 等 价 。 解 决 了 后 一 问题 ， 即 可 获得 原来 问题 的 解决 方 
法 。 较 详细 的 说 明 可 参阅 例如 “Goldstein-Schweikert，Bell 
System Technical Journal, 52 (1973), 135” 

显然 ， 即 使 象 图 3 那样 简单 的 线 图 ， 要 布设 在 同一 平面 农 
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中 也 是 不 可 能 的 。 为 了 避免 出 现 不 应 有 的 交叉 ， 必 须 放 弃 若 干 
连 线 ， 把 它们 布设 在 另 一 个 〈 必 要 时 另 几 个 ) 平面 层 上 ， 再 用 
通 孔 或 跨 接 穿 接 与 其 它 部 分 连 上。 但 究竟 应 放弃 哪些 连 线 ， 使 
余下 的 部 分 可 布设 在 同一 平面 层 上 , 且 其 具体 的 布设 方法 如 何 ， 
致使 通 孔 或 跨 接 穿 接 的 数目 尽量 减少 ， 则 决 不 是 一 个 简单 的 问 
题 。 象 上 面 这 种 简单 的 实例 ， 固 然 不 难 通 过 尝试 与 错误 《tri- 
al and error) 的 办 法 来 做 出 布线 方案 , 但 对 于 一 个 包括 成 百 
上 千 个 元 件 或 /与 门 电路 甚至 更 多 的 复杂 情形 ， 则 如 果 没 有 一 
个 切实 可 行 的 方法 指导 系统 地 进行 布线 ， 盲目 的 尝试 将 是 不 可 
能 的 。 就 作者 所 知 ， 至 少 从 国外 公开 发 表 的 资料 看 来 ， 文 献 虽 
多 ， 但 问题 远 没有 解决 。 

本 附录 的 目的 ， 在 于 给 出 彻底 解决 上 述 布线 问题 的 一 个 切 
实 可 行 的 方法 ， 所 用 通 孔 数目 也 将 大 量 减 少 ， 虽 不 能 保证 达到 
最 小 限度 。 

如 所 周知 ， 多 层 布线 技术 是 大 规模 集成 电路 中 较 关 键 的 技 
术 , 导 线 布设 是 印刷 电路 板 设计 最 中 心 的 问题 ,大 规模 集成 电路 
技术 的 最 后 成 败 将 取决 于 这 方面 的 进展 和 革新 。 而且， 由 于 
大 规模 集成 电路 互 连 的 复杂 性 ， 还 需要 一 定 的 自动 布线 方法 。 
自动 化 布线 问题 的 解决 ， 将 使 一 台大 型 计算 机 的 设计 工作 ， 只 
要 把 一 些 必需 的 逻辑 方程 式 送 入 一 台 较 小 的 计算 机 ， 就 可 坐 而 
待 成 ， 而 且 能 高 速度 地 把 设计 方案 传送 出 来 。 我 们 认为 ， 本 附 
录 不 仅 提供 了 这 样 做 的 原则 与 方法 ， 而 且 这 个 方法 是 切实 可 行 
的 。 我 们 希望 在 不 久 将 来 看 到 这 个 方法 的 具体 实施 。 

2。 问 题 的 数学 形式 

从 上 节 已 知 集成 电路 的 布线 问题 可 化 为 把 线 图 布线 于 平面 
中 的 数学 问题 ,本 节 将 这 一 数学 问题 以 较 明 确 的 形式 重 述 于 下 ， 
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首先 说 明 用 到 的 一 些 词汇 与 符号 。 

所 谓 一 个 线 图 G ,是 指 一 些 点 ( 称 为 顶点 》 以 及 这 些 顶点 之 
间 的 某 些 连 线 称 为 楼 ,所 连 的 顶点 称 为 裕 的 端点 ) 所 构成 的 图 
形 。 在 试图 将 G 画 入 平面 中 时 ,规定 每 一 校 都 画 成 一 个 线段 或 一 
个 不 自 交 也 不 首尾 相 接 的 折线 ,例如 ,一 个 楼 可 画 成 下 面 的 形状 ， 


下 
人 


我 们 规定 ， 将 G 画 入 平面 时 限于 下 面 的 方式 ， 对 G 中 任意 
两 校 ， 画 入 平面 后 的 折线 除 原 米 可 能 有 公共 端点 之 外 只 能 在 相 
遇 处 相 截 ， 即 相遇 之 处 不 在 折线 的 转折 处 ， 而 在 折线 中 段 ， 且 
在 该 相遇 处 相交 成 角 。 记 画 入 的 方式 为 了 ， 则 称 了 为 G 在 平面 
中 的 一 个 温 入 ， 记 作 了: G 民 平面 。 

所 谓 线 图 G 在 平面 中 布线 ,是 指 将 G 如 实地 夯 在 平面 之 中 ， 
即 不 相 届 《或 只 有 端点 公共 的 楼 画 入 后 的 折线 也 不 相遇 (或 
只 有 相应 端点 公共 )。 这 一 般 是 不 可 能 的 。 如 果 可 能 ， 我 们 就 
说 G 能 在 平面 中 布线 ， 或 G 能 嵌入 平面 ， 或 说 G 具 有 平面 性 。 
仍 把 画 入 的 方式 记 作 了 ， 则 称 了 是 G 在 平面 中 的 一 个 嵌入 ， 并 
用 记号 了 :GC 平面 来 表示 。 显 然 嵌入 也 是 一 个 混入 ， 但 浸入 
不 必 是 嵌入 。 

如 果 T 是 G 的 一 个 子 图 ,在 把 G 画 入 平面 成 为 一 个 浸入 时 ， 

150 


对 了 来 说 是 一 个 嵌入 ， 但 对 于 在 G 中 而 不 在 了 中 的 那些 校 来 
说 , 画 入 后 至 多 除 原 有 可 能 的 公共 端点 外 都 不 再 与 了 相遇 , 则 称 
这 一 画 法 f 为 相对 于 了 的 温 入 ， 记 作 了 :G < 平面 。 

设 线 图 G 具 有 平面 性 而 了 ，g 是 两 个 懂 入 。 如 果 在 f，8 
下 各 楼 画 成 的 折线 形状 长 短 各 不 相同 ， 但 相互 位 置 关系 相仿 ， 
则 我 们 将 运 直 视 f， 8 为 相同 的 霸 入 而 不 加 区 别 。 例 如 ， 有 四 
个 顶点 0，1，2，3 以 及 三 个 棱 01，02，03 的 入 字形 线 图 ,可 以 





嵌入 成 以 下 各 种 图 形 : 
这 些 殿 入 都 可 视 为 与 左下 面 的 嵌入 相同 ， 
1 


0 
图 6 

但 如 果 把 以 上 各 图 中 的 1，2 两 顶点 互 易 ， 则 所 得 诸 嵌 入 彼 此 
相同 ， 而 与 以 前 诸 嵌 入 相 异 ， 易 知 入 字形 线 图 的 不 同 嵌 入 惟有 
图 6 的 两 种 。 

设 T 是 G 的 子 图 而 f，g 是 G 相 对 于 TT 的 两 个 淄 入 ， 如 果 
在 上 面 意义 下 f，& 限制 在 T 的 嵌入 是 相同 的 ， 则 称 f，g 相 
对 于 了 是 相同 的 浸入 。 

车 f，g 是 G 的 相同 可 入 ， 则 记 作 f~g。 若 f， 8 相对 
于 T 是 相同 的 浸入 ， 则 记 作 f~g。 

就 本 附录 有 关 的 布线 或 嵌入 问题 来 说 ， 不 妨 对 线 图 G 作 以 
下 限制 ， 以 后 不 再 交 待 。 

限制 (1) G 是 连通 的 ， 即 G 不 能 分 解 成 两 个 没有 顶点 公共 
的 子 图 ， 或 即 对 任 两 顶点 在 G 中 至 少 有 首尾 相继 的 一 组 棱 构 成 
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一 个 连接 这 两 顶点 的 通道 。 
限制 〈2) G 不 能 分 解 成 两 个 只 有 一 个 顶点 公共 的 子 图 。 
限制 (3) G 中 连接 两 个 顶点 的 楼 至 多 只 有 一 个 。 
于 是 ， 以 印刷 电路 或 集成 电路 布线 为 背景 的 数学 问题 可 概 
括 为 关于 线 图 的 以 下 几 个 问题 
(1) 平面 化 问题 。 
从 线 图 G 的 诸 棱 中 挑 出 一 部 分 〈 称 为 非 平 面 性 部 分 ), 使 所 


ee 


中 。 

(2) 具体 布线 或 具体 嵌入 问题 。 

对 于 已 知 可 媒 入 于 同一 平面 中 即 已 知 有 平面 性 的 线 图 G“， 
给 出 在 平面 中 具体 嵌入 的 方法 。 

《3) 布线 或 嵌入 分 类 问题 。 

对 能 嵌入 的 线 图 ， 将 所 有 可 能 的 不 同 嵌 入 方法 列举 出 来 进 
行 分 类 。 

为 解决 以 上 诸 问题 ， 须 先 在 理论 上 给 出 一 个 线 图 可 在 平面 
上 布线 或 具有 平面 性 的 判 准 。 这 样 的 判 准 还 须 是 切实 可 行 的 ， 
即 可 表达 成 带 有 程序 性 的 算法 ， 以 致 所 有 挑 出 非 平 面 性 部 分 以 
及 将 所 余部 分 具体 布线 的 方法 都 可 编 成 程序 ， 因 而 得 以 在 电子 
计算 机 上 给 出 具体 方案 。 最 后 这 一 步 将 称 为 机 器 化 问题 。 

上 述 整 个 问题 可 表达 成 下 图 所 概括 的 几 个 部 分 ， 解 决 办 法 
见 以 后 各 节 。 

诸 问题 的 解决 途径 约略 可 说 明 如 下 。 

一 个 没有 回路 〈 也 称 闭 圈 ) 的 线 图 称 为 一 个 树 形 。 树 形 之 
能 嵌入 平面 是 显然 的 ， 而 一 个 一 般 线 图 G 之 所 以 不 能 嵌入 平面 
主要 是 由 于 G 中 有 着 众多 回路 所 引起 ， 因 之 我 们 的 方法 在 于 在 
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图 7 


G 中 任意 选择 一 个 尽 可 能 大 的 树 形 了 , 称 了 中 的 棱 为 树 楼 , 7 外 
的 棱 为 外 棱 ， 先 将 了 用 例如 方式 了 任意 嵌入 平面 ， 再 将 诸 外 楼 
逐一 添 入 以 考查 是 否 能 扩充 为 整个 G 的 嵌入 。 必 要 时 放弃 若干 
外 棱 并 改变 了 的 原来 嵌入 了 ， 以 使 扩充 成 为 可 能 。 

在 第 二 部 分 中 我 们 对 树 形 的 嵌入 进行 了 分 类 。 第 三 部 分 分 
析 了 一 般 线 图 G 在 所 择 树 形 T 已 嵌入 后 扩充 为 G 的 嵌入 时 所 遇 
到 的 矛盾 ， 由 此 获得 G 具 有 平面 性 的 判 准 与 算法 ， 并 给 出 了 图 
7 中 问题 IT， 工 ， 下 的 解答 。 第 四 部 分 则 给 出 将 所 余 平面 性 部 
分 媒 入 平面 的 具体 作法 ， 即 解答 问题 W 。 最 后 ， 第 五 部 分 列举 
了 所 有 可 能 的 具体 戏 入 。 

我 们 的 解决 方法 都 切实 可 行 且 带 有 程序 性 ， 因 而 可 据 以 机 
器 化 。 其 中 一 部 分 已 由 数学 研究 所 吴 方 同 志 帮 助 编 成 程序 并 在 
DJS-21 机 上 试 过 ， 其 余部 分 则 尚 在 编 试 中 。 
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树 形 的 嵌入 问题 


1。 树 形 的 嵌入 

问题 车 T 是 一 树 形 ， 则 T 必 可 柑 入 平面 , 但 可 有 多 种 
不 同 的 嵌入 方法 。 例 如 一 个 五 图 形 可 如 图 8 有 四 种 不 同 的 嵌入 
法 ， 依 次 记 为 二，f?，f?,， 了 1 


ts 了 4 fz ts 
fi: 和 
ty ‘is 13 14 
ts ts 13 ts 
f3: pn pr f*: 
tz rs 12 te 
图 8 
又 如 一 个 XX 图 形 如 图 9 有 六 种 不 同 的 嵌入 法 ， 依 次 记 为 8 '， 
“9 Bso 


问 对 任 一 树 形 T ， 如 何 确 定 它 的 不 同 嵌 入 方法 。 
剖析 考虑 了 的 任 一 顶点 " 与 以 v 为 端点 的 任 三 〈 依 一 定 
次 序 排列 的 ) 树 楼 看，t;，ti。 这 称 之 为 一 个 三 棱 组 ， 记 作 《ti， 
石 ，tr>。 例 如 在 旦 图 形 中 ， 有 三 楼 组 《t,t2，t3) 与 《1s t,ts>， 
在 XX 图 形 中 有 三 楼 组 < tz ta 《ty tz to》 《is t3, ta>s 
《t,，t3，ts>。 其 余 的 三 村 组 都 由 这 些 组 中 三 个 楼 改变 排列 次 
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序 而 得 ， 可 以 不 再 考 典 。 
给 定 一 个 戏 入 了 :Tc 平面 。 一 个 三 棱 组 《t,t， >》 的 
三 个 棱 如 tj 灵 在 了 下 绕 v 旋转 的 次 序 可 以 是 反 钟 向 也 可 以 
是 顺 钟 向 的 ， 例 如 对 互 图 形 的 嵌入 了 :，…，j 了 4， 各 三 楼 组 旋 
向 的 顺 反 可 列表 如 下 : 
理 图 形 三 棱 组 旋 向 顺 反 表 





kt ty 13) | 反 | 反 | 大 | 顺 


- 
ty, ta ts> | 顺 


XX 





83 8 






3 
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同样 对 XX 图 形 有 下 表 : 
X 图 形 三 酚 组 旋 向 顺 反 表 

















一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
ga gz 人 3 g4 gs gs 
上 
> - 
cs ta to》 | 区 反 顺 | 硕 反 顺 
| | 
ty ta ta 反 反 反 磊 顺 顺 
| 1 
人 ta tt | 反 硕 反 反 顺 顺 
| 
Gay ts tey 反 顺 顺 反 反 顺 























显然 两 个 嵌入 了 : 工 己 平 面 与 1 和 :T 己 平 面 是 否 相 同 可 由 
名 三 楼 组 在 1 下 与 在 1 下 的 旋 向 是 否 相同 来 加 以 区 别 。 由 于 
旋 向 丛 有 顺 反 两 种 不 同情 形 ， 故 可 用 一 个 模 2 数 (0 或 1) 来 
标志 其 不 同 。 为 此 ， 对 任 一 嵌入 了 : 工 二 平面 与 三 楼 组 《by 志 ， 
4 引入 一 族 向 数 jiu 使 

本 | tb 在 在 了 下 依 反 钟 向 旋转 时 ， 
,5 和 在 了 下 依 顺 钟 向 旋转 时 。 
了 


)， 吕 然 有 


人 


对 (Ci, jk) 的 一 个 排列 P =( 


站 py 


这 里 


P 是 偶 排列 时 ， 
1， 了 是 奇 排列 时 。 

对 于 所 有 的 三 楼 组 xb，ty tb， 这 些 相应 的 旋 向 数 或 简 
称 旋 数 fix 构成 一 个 模 2 数组 。 在 及 图 形 为 《相差 一 排列 的 请 
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三 棱 组 只 保留 其 中 一 个 ， 下 同 )， 
Cf1z3, f14s), 
对 于 幅 入 fi，…… ，f， 这 一 数组 依次 为 : 
(0,1), (0,0), (1,1), (1,0), 
同样 ， 对 X 图 形 在 捞 入 8 :XX 己 平 面 下 有 一 相应 旋 数 组 
(B123» Bi24s B134s 8234) 。 

对 于 嵌入 8!:，…，85， 这 一 数组 依次 为 
(0，0，0，0)，(0，0，1，1)， 
(1，0，0，1)，(1，1，0，0)， 

(0, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1). 
显然 ， 对 于 一 个 殉 定 的 树 形 T ， 不 同 的 嵌入 将 有 不 同 的 旋 

数组 。 例 如 五 图 形 的 不 同 嵌 入 恰 与 不 同 的 旋 数 组 相对 应 ， 其 种 

数 为 2 "= 4 。 但 并 不 是 每 一 个 数组 都 是 某 一 嵌入 的 旋 数 组 , 例 

如 对 图 形 ， 数 组 《8123，8g124，8134，8z34) 可 取 24=16 种 不 

同 的 组 值 ， 但 实际 上 只 有 6 种 组 值 才能 成 为 嵌入 的 相应 旋 数 

组 。 这 说 明 这 些 旋 数 间 必须 满足 某 种 制约 关系 。 从 上 表 可 知 ， 

B123+ B124+ B134+ 8234= 0 

或 

B123= B124 + 8134 + 8234 o 

因而 gs 由 8124，8134，8234 完全 确定 。 这 反应 了 如 下 事实 ， 把 

tt 的 位 置 固定 ， 则 th，ts，ts 中 任 两 楼 与 t4 的 旋 向 如 果 已 定 , 即 

B24 B134， B234 的 值 已 定时 ，t1、t，ts 的 旋 向 完全 确定 , 即 8123 

的 值 也 因 之 而 定 。 但 除了 上 述 关 系 外 ，(8124，8134。82z34) 的 值 

也 不 是 完全 任意 的 ， 因 为 它们 有 23= 8 种 不 同 的 组 值 ， 而 堪 

入 的 方法 只 有 六 种 ， 这 说 明 8124，8134，8z34 还 有 其 他 必须 满足 
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的 关系 。 在 解决 这 一 问题 之 前 ， 我 们 先 引入 树 根 的 概念 ， 以 使 
问题 简化 如 下 。 

任 取 树 形 工 的 一 个 自由 端 O0， 称 之 为 树 根 ， 于 是 任 一 不 同 
于 OO 的 顶点 v, 在 树 形 中 自 至 O 恰 有 一 通道 , 记 之 为 Pu。 在 通 
道 P, 上 以 * 为 端点 的 树 棱 记 为 包 。 设 tp b 本 为 工 中 以 v 为 
前 端 〈 即 自 2 出 发 到 去 时 先 到 达 的 端点 ) 的 任意 三 棱 图 ( 10 )， 
由 前 知 ，fiir 由 foij，fvit，fvjt 完全 决定 : 


fi = fvij+ fvir + fvijko 





图 10 


因而 对 于 刻 划 树 形 的 嵌入 ， 可 易 数 组 〈f15p 为 个 数 较 少 的 数 
组 fow)。 为 此 ， 我 们 将 fu 简化 记号 为 
fri = fiis 


这 里 
fiy=fi+ 1 

且 

; 区 to 如 二 在 了 下 反 钟 向 排列 时 ， 

“1, 三 在 了 下 大 钟 向 排列 时 。 

仍 称 握 为 施 数 《 相 对 于 选 定 的 树 根 0 而 言 ,。 这 些 旋 数 构 
成 一 个 旋 数 组 (fy)， 在 组 中 每 一 对 以 同一 顶点 作为 前 端的 两 
个 树 楼 6 右 保 留 了 一 个 旋 数 记 或 fx。 例如， 在 志 图 中 取 己 
的 自由 端 为 询 根 O， 在 X 图 中 取 妇 的 自由 端 为 树 根 O， 则 对 震 
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入 f: HC 平面 与 8 :XC 平面 的 旋 数 组 可 各 取 为 
《fi13，f4s) 与 (823， 824, 834)o 
综合 上 述 ， 于 是 有 下 面 的 结论 。 
贬 树 术 ”对 于 树 根 为 0 的 树 形 T， 任 一 嵌入 f 确定 一 组 旋 
数 〈fi)。 两 个 嵌入 f， 8 :TC 平面 是 否 相同 可 视 相 应 旋 数 组 
(fj) 与 (8;j) 的 完全 相同 与 否 而 定 ， 


f~g (fy = (gy) 

以 下 假定 7 了 的 树 根 O 已 选 定 ， 所 有 旋 数 均 对 选 定 的 树 根 O 
而 言 。 

2。 旋 数 关系 (特殊 情形 ) 

问题 设 t，tj， 为 以 同一 项 点 v 为 前 端的 任 三 树 楼 ,由 
于 fy，fi，fii 的 每 一 数 均 可 为 0 或 1， 故 数组 (fij,fisfii) 可 
有 八 种 不 同 的 组 值 ， 但 ti，t;，ti 在 了 下 的 不 同 旋 向 只 有 六 种 ， 
因而 (fs,fi,fii) 的 八 种 组 值 中 至 少 有 两 种 实际 上 不 可 能 出 现 。 
换言之 ， 在 fyi，fix，firi 间 必 然 存在 某 种 关系 作为 制约 ， 试 求 
这 种 关系 的 具体 表达 形式 。 

(特殊 ) 旋 数 术 车 树 楼 在，ty，t 以 同一 顶点 为 前 端 ， 则 
置 

Qiix Cf) = 有 办 十 有 二 了 

时 ， 必 有 


Jo =1 | 
且 满 足 这 一 关系 的 不 同 数组 (fi;,f 了 ,fii) 恰 有 六 个 ， 各 与 t,t;， 


tt 在 平面 中 六 个 不 同 的 确定 旋 向 相对 应 。 
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注释 ”如 前 记 骨 "至 树 根 0 通道 P, 上 以 * 为 端点 的 树 楼 
为 刀 。 在 嵌入 了 下 自 乌 起 作 反 钟 向 旋转 时 # 3， 丰 的 次 序 可 
有 六 种 不 同方 式 ， 记 其 相应 fi; 等 值 列 作 下 表 。 




















情 形 了 下 反 钟 向 次 序 | fii | fit fe 
(1) tvs tis tis tk | 0 | 0 1 
(2) trp tts fhe ti wohl 1 
(3) | 1 0 0 
(4) trotiotiote | 1 0 1 
C5) tro tes tis ti | 0 1 
(6) Bor ee bidi | 1 | 0 





从 表 中 可 看 出 ，(fi, fi ,fii) 不 能 取 的 数组 为 














情 形 f 下 反 钟 向 次 序 | 后 fit fu 
(7) 不 可 能 出 现 | 0 | 0 0 
| 
(8) 不 可 能 出 现 | 


1 1 | 1 


今 尝 试 作 fy，fxx，fri 的 代数 式 F( 系 数 是 模 2 数 )， 使 对 
前 六 组 值 都 有 F=1 而 对 后 二 不 可 能 取 的 数组 有 F =-0。 显 然 
F 不 能 取 为 fj，fix，fii 的 一 次 式 。 其 次 对 二 次 式 进行 尝试 ， 
此 时 二 次 项 
1 = fas fx = firs fin= fris 
而 对 上 八 个 数组 的 二 次 项 ffis 等 值 依次 可 列 成 下 表 ， 
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情形 f2i f2jt fan fiifit | Fifi fufis 
(GD 0 o | 1 | ，。% 0 1 
2) 0 1 1 0 小 -过 0 
(3) 1 0 0 1 0 0 
(4) 1 0 1 | ， o | 1 
(5) 0 1 o | 0 1 | 0 
Ce) 1 | 1 Pm 0 0 
(7) 0 0 o | ， | 击 
(8) 1 1 | 1 o | 0 0 
由 表 知 合 于 条 件 的 一 个 代数 式 是 


Fifir + kt 

术 文 中 的 Qix(f) 即 由 此 而 来 。 据 以 上 分 析 ， 自 然 得 出 术 文 。 

3。 旋 数 关系 (一 般 情 形 ) 

(一 般 ) 旋 数 术 设 妆 ， …， 志 为 以 同一 顶点 * 为 前 端的 任 
意 树 棱 。 由 前 (特殊 ) 旋 数 术 知 ， 对 其 中 任意 三 楼 #， 与 ，t， 在 
嵌入 f:TC 平 面 下 应 有 

Qiie(f) fyfint firfit frfei= 1o 
换言之 ， 引 入 一 组 ( 模 2) 未 知 数 (i,j= 1,…,s;i 了 让 
Pij= Pii+ 1, 
并 置 (i,j,k=1,…,s 且 互 不 等 ) 
Qi (Pp) = i; Pit + Pik Pjii+ Pki Pkjs 

则 数组 (i) 应 是 方程 组 

(Q) Qix (Pp)=1 
的 一 个 解答 。 

不 仅 如 此 ， 这 组 方程 的 不 同 解 答 怡 与 1 下 ，…，t 的 不 
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同 旋 向 次 序 相对 应 。 
注释 在 s=3 时 ,方程 组 (Q8) 只 有 一 个 方程 Qi23(9) = 1。 
这 时 已 知 (2) 的 解答 与 了 下 特 ， 所 ， 二 的 旋 向 次 序 相对 应 。 在 


s>3 时 ， 方 程 组 (8) 的 方程 个 数 为 (3 )， 旋 数 f (=fi+1) 的 
个 数 为 (2 )， 旋 向 次 序 则 有 s! 种 。 因 而 虽然 对 每 一 旋 向 次 序 


有 一 确定 的 方程 组 的 解答 ， 但 反之 是 否 对 每 一 组 解答 有 一 确定 
的 旋 向 次 序 与 之 相当 ， 并 不 显然 。 本 术 指 出 答案 是 正面 的 ， 即 
解答 与 旋 向 次 序 完全 对 应 。 为 此 对 s 用 归纳 法 验证 如 下 。 
设 (gij) = (cj) 《cij=cii+1,i,j=1,…,S) 是 方程 组 (Q) 的 一 
组 解答 。 如 前 记 通 道 P, 上 以 * 为 端点 的 树 楼 为 刀 ， 又 记 由 t， 
太 ，…， 杂 所 构 成 的 星 状 树 形 为 Tk， 由 归纳 假设 已 知 ， 有 苦 入 
fs-:C 平 面 使 
fi=ci (ij=1 3 一 1)。 
设 在 fF Ft t,o, tet 依 反 钟 向 旋转 时 次 序 为 纪 ， ty，…*， 
ti 这 里 ( 记 ,… ,is-1) 是 (1,…,s 一 1) 的 一 个 排列 。 于 是 有 
finin=0 (m<n,m,n=1,.,s— 1)。 
设 cas。， cas，…，cisis 中 最 早 一 个 关 0 的 是 ciptlsy 即 
Cits = = Cips = 0, 
Cipris = 1o 
由 于 对 9>p+ 1(ci) 满 足 方程 Qipwios(9) = 1， 故 有 等 式 
Ciprlig Cipt1s + Cigs Cigipt1 + Csipfl Csig = lo 

因 

Cipriig = fipriig = 09 

Cigipr1 = figipr1 = 19 

Csipri1 = 0 
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故 得 


cios=1o。 
今 作 毁 入 f:t 忆 平面 使 在 了 下 所 位 于 如 与 如 之 间 ， 则 
显然 有 


fui=cssi=1,.…,s—1, 
即 有 嵌入 ( 见 图 11): 
f:T; 忆 平面， 
使 原来 解答 (95) = (cs) 与 在 1 下 反 钟 向 的 旋 向 次 序 
tytn stipstss fips stis-1 
相对 应 。 至 此 验证 完毕 。 
4。 树 形 嵌 入 的 比较 
问题 ”为 对 树 形 工 的 所 有 嵌入 进行 分 类 ， 首 先 需 对 任 两 撕 
入 f:TC 平 面 与 8:TC 平 面 进行 比较 ， 试 考虑 比较 的 方法 。 
树 形 比 嵌 术 设 f:TC 平 画 ，8:TC 平 面 。 对 以 同一 顶点 
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?为 前 端的 任 两 树 棱 #，ti， 置 
Bij= fij+ Bijo 
则 仍 以 二 表 通 道 P， 上 以 o。 为 端点 的 树 楼 时 ， 有 
eij= 0， 在 f，8 下 tp， 右 旋 疝 相同 ， 
1， 在 f，8g 下 刀 ，ti，ti 旋 向 相反 。 
显然 ， 数 组 (2) 足以 比较 f，8 两 贬 入 的 异同 : 


|1~s<> 所 有 eij=0| 


注意 ,与 f= fi+1，8y= 8ii+1 不 同 ， 在 诸 & 间 有 关系 
= Ejio 
从 这 些 数 的 几何 意义 可 看 出 其 理由 。 
5。 树 形 谱 入 的 分 类 
问题 设 T 是 树 形 ， 则 了 T 必 可 媒 入 平面 。 试 对 不 同 的 嵌入 
进行 分 类 。 
剖析 由 比 左 术 ， 两 个 不 同 的 扩 入 
f:TC 平 面 ，8:TC 平 面 
可 由 诸 数 
Eij= Ej = fij+ Bij 
确定 ， 因 而 若 任 取 一 嵌入 了 :TC 平面 ， 则 任 一 其 他 搓 入 将 由 数 
组 (ej) 唯一 确定 。 然 而 诸 数 si 不 能 是 任意 的 ， 因 为 依 旋 数 关 
系 ， 对 于 任 三 以 同一 顶点 " 为 前 端的 树 棱 志 ，tb， 妇 ， 应 有 
Qi F) fi Fit fir fiit fri fri=1 
以 及 
Qis(g)=8ij Bik + Bik Bji+ Bri Bri= 1o 
后 者 也 可 写作 
(fijt E23) (firt+ ei) + (ik+ Ej) Cfiit Eji) + (fii+ eri) 
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(fij+ Exri)= 1o 
换言之 ， 若 引入 一 些 ( 模 2) 未 知 数 
Xa = MXjig 
则 (ei) 应 是 下 面 一 组 方程 的 解 : 
(fat XI Chirt Xix) + (firt Xx) Cfii+ Xii) 
+ (ft Xri) (frit Xri) = 1o 
反 产 ， 若 (20) = (ejj) 是 上 组 方程 的 一 个 解答 ， 则 
(i) = (fij+ £11) 
满足 方程 组 
(@) PiPik + PikPFi + PriPrj= 1o 
因而 由 一 般 旋 数 术 ， 对 于 任 一 顶点 w%， 有 一 舱 入 使 通道 P, 上 
的 刀 以 及 以 ”为 前 端的 诸 树枝 在 此 嵌入 下 有 一 确定 旋 向 使 相 
应 旋 数 即 为 上 述 诸 数 fii+ sij。 今 作 媒 入 8:TC 平面 使 在 8 下 
每 一 顶点 处 诸 棱 的 旋 向 都 恰 如 上 述 ， 则 显然 有 
Bij= fij+ Bijo 
由 此 得 到 下 述 结论 。 
族 树 术 设 f:TC 平 面 是 树 形 的 一 个 固定 柑 入 ， 则 了 在 
平面 中 的 所 有 不 同 嵌 入 与 下 述 方程 组 的 解答 (xi = Xj) 
(Xij) = (85) 
一 一 对 应 ， 
Qir(f,x)=1 
其 中 
Qin(f ,x)= (fijt+ Xn) fir + XY 
+ (firt Xix) Ciit Xii) 
+ (frit Xpi) (fki+ Xki)o 
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诸 方 程 则 与 以 同一 顶点 为 前 端的 三 楼 组 个 ,, 刀 > 相对 应 。 


三 、 线 图 的 嵌入 问题 


1。 交 截 数 

举例 已 知 任 一 树 形 必 可 嵌入 平面 ， 但 若 线 图 中 有 闭 图 
(或 称 回 路 )， 垦 入 就 不 一 定 可 能 。 或 者 即使 可 能 ， 若 将 线 图 中 . 
所 含 树 形 嵌入 后 ， 是 否 可 将 嵌入 扩充 至 所 余 诸 棱 ， 也 当 视 树 形 
的 嵌入 是 否 适当 而 定 。 

例如 设 线 图 G 有 五 个 顶点 ve，vw，…，24 和 六 个 楼 白 ，…， 
t，elba，e3t， 其 中 去 连结 w 与 vi(i=1,…,4)，en 与 eat 各 连 
结 w， 网 与 u，V4。 命 二 ，…， 刀 所 成 树 形 为 了 。 若 嵌入 工 在 
反 钟 向 旋转 时 依次 为 妇 ，ts，t3，t4， 则 可 有 三 种 不 同 的 方式 扩 
充 这 一 嵌入 至 整个 线 图 G， 见 附 图 12。 但 若 嵌 入 T 在 反 钟 向 


vs 





Eat -ly, 
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旋转 时 依次 为 声 ，#，b，#， 如 附 图 13， 即 不 能 将 这 一 嵌 入 
扩充 至 G， 原 因 其 为 显然 ， 若 先 扩充 e1 的 嵌入 ， 则 不 论 嵌入 
成 图 14 或 图 15，eiz 与 ,ts 所 围 成 的 闭 图 将 把 平面 分 成 内 外 
两 部 分 ，" 与 2 必 一 在 闲事 之 内 而 另 一 在 闲 轿 之 外 。 因 而 将 
连结 wa，%4 的 e634 嵌入 平面 时 必 将 与 闭 圈 相交 而 不 能 得 一 扩充 
至 整个 线 图 G 的 嵌入 。 


L--=---- 








图 13 图 14 


上 面 提 到 了 这 样 一 个 事实 ， 平面 上 的 任 一 闭 轿 把 平面 分 成 
内 外 两 部 分 。 同 在 内 部 (或 同 在 外 部 ) 的 任意 两 点 都 可 用 完全 处 
于 内 部 (或 外 部 ) 的 折线 相连 结 。 但 车 两 点 一 在 内 部 而 另 一 在 外 
部 ， 则 任 一 连 线 必 与 图 线 相遇 。 

这 一 事实 国外 通称 Jordan 定理 。 我 们 认为 可 径直 称 之 为 
Jordan 公理 。 作 为 定理 来 加 以 证 明 ， 不 是 绝对 必要 的 。 事 实 
上 ， 在 平面 拓扑 学 中 这 也 是 作为 平面 公理 系统 的 公理 之 一 来 引 
入 的 。 即 使 在 Hilbert 的 初等 几何 学 公理 系统 中 ， 也 有 好 几 条 
颇 为 繁琐 的 平面 次 序 公理 ， 其 作用 犹如 这 一 Jordan 公理 。 

以 下 将 上 述 直 观 的 经 验 事实 称 为 闭 图 原理 。 它 是 线 图 有 时 
不 能 嵌入 平面 的 根本 原因 ， 也 是 布线 之 所 以 成 为 较 难 的 问题 的 
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根本 原因 。 
以 后 ， 我 们 还 需要 下 面 较 一 般 的 形式 ， 例 见 图 16。 








图 16 


设 平面 上 有 一 闭 圈 C 以 及 C 内 部 (与 外 部 ) 若 干 通 向 C 而 互 
不 相遇 的 折线 ， 则 平面 上 不 在 C 与 这 些 折线 上 的 点 构成 两 个 区 
域 Da 与 Dxs， 各 以 C 以 及 这 些 分 别 在 C 内 与 C 外 的 折线 为 其 
边界 集 ， 记 作 Dw 与 Di。 同 在 Dn 与 Dn 或 同 在 Dy 与 Dn 的 
任意 两 点 Pp，4， 可 用 一 折线 ! 在 C 内 部 或 外 部 相连 , 而 这 一 折 
线 1 至 多 除 P，q 外 都 不 与 Dn 和 加 相遇 。 但 若 p, 4 分 处 Dw 
与 Dx， 则 任 一 连结 p，4 的 折线 必 与 C 相 遇 。 

此 外 ， 我 们 将 引入 交 截 数 的 概念 ， 使 闭 圈 原理 有 定量 的 描 
述 。 

交 截 术 平面 上 一 图 线 C 分 平面 成 内 外 两 部 分 ， 若 折线 I 
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的 俩 端 Pp，4 都 不 在 C 上 ， 而 ! 与 C 在 每 一 可 能 有 的 交点 处 相 
截 ， 则 P 4 同 在 C 内 部 或 同 在 C 外 部 时 ，! 与 C 的 交 截 点 数 
必 为 偶数 。 反 之 ， 若 p，4 一 在 C 内 而 另 一 在 C 外 时 , 1 与 C 的 
交 截 点 数 必 为 奇数 。 这 一 基本 事实 也 可 用 公式 表达 如 下 。 
引入 1 与 C 的 模 2 交 截 数 (简称 交 截 数 )， 
交 (,0) = [w 1 与 交大 上 为 人 于 ， 
1 1 与 C 交 截 点 数 为 奇数 时 。 
又 引入 模 2 数 ， 
kk = [0 了 在 C 外 部 时 ， 
1， 了 在 C 内 部 时 ， 
则 
交 (1,C)= 次 C+ 次 oC。 

又 平面 中 只 在 可 能 有 的 交点 处 相 截 的 任 两 线 图 h，? 也 可 
定 一 ( 模 2 ) 交 截 数 ， 记 作 交 (ab5)。 且 这 些 交 截 数 是 加 法 性 
的 ， 例 如 

交 (hj5aUbB)= 交 (pz)+ 交 (3)。 

2。 方 法 概述 

G 是 一 遵守 第 一 部 分 第 2 节 中 那些 限制 的 线 图 ， 需 要 考虑 
G 在 平面 中 能 否 嵌 入 的 问题 。 在 G 无 闭 轿 即 为 一 树 形 时 ， 嵌 入 
问题 已 由 第 二 部 分 完全 解决 。 前 节 例 中 已 指出 ， 对 于 一 般 的 线 
图 C， 嵌 入 问题 的 困难 乃 是 由 闭 园 所 引起 。 这 些 考虑 导致 我 们 
采用 下 述 方法 。 

在 G 中 选择 一 个 含有 G 中 所 有 顶点 的 树 形 ， 称 为 G 的 最 大 
树 ， 记 为 T。 相 对 于 一 固定 的 了 来 说 ，T 中 的 棱 称 为 树 楼 ， 记 
为 妇 二 等 。G 中 不 属于 并 的 棱 将 称 为 外 楼 ， 记 作 ee，e 等 。 
若 外 棱 es 的 两 端 为 4，a’, 则 在 了 中 有 一 唯一 的 通道 连结 a 与 

170 


4% ， 记 作 Pe。 闭 圈 exU Ps 记 作 Ce。 

我 们 的 方法 可 概述 如 下 。 

先 将 了 任意 嵌入 平面 ， 记 嵌入 为 1:T 己 平面。 然后 考虑 将 
f 扩充 至 诸 外 棱 ee。 一 般 说 来 ， 这 是 不 可 能 的 。 我 们 将 引入 一 
( 模 2 ) 数 组 来 定量 描述 这 一 不 可 能 的 程度 。 这 种 不 可 能 或 者 是 
由 于 原来 嵌入 了 的 选择 不 适当 所 引起 ( 见 前 举例 )， 或 者 由 于 线 
G 的 内 在 矛盾 所 引起 。 我 们 将 引入 另 一 ( 模 2 数组 来 定量 刻 
划 这 些 内 在 矛盾 ， 这 两 数组 间 关 系 的 确定 ， 导 致 能 否 改 变 原来 
的 振 入 因 TC 平 面 ， 使 扩充 至 整个 G 的 嵌入 成 为 可 能 。 

在 描述 树 形 T 的 嵌入 时 ， 由 二 知 ， 若 事先 选 一 树 根 可 有 许 
多 方便 ， 又 由 于 在 尝试 将 f:TC 平 面 扩充 至 诸 外 棱 ex?，es 等 
时 ， 需 要 考虑 ee，es 嵌入 平面 后 的 交 截 数 ， 若 ee，ep 有 公共 
端点 ， 则 散 入 时 交 截 数 的 叙述 较为 繁琐 。 为 了 避免 出 现 两 个 外 
棱 有 公共 顶点 这 种 情形 ， 以 及 为 了 树 根 的 引入 ， 特 先 将 线 图 C 
与 最 大 树 了 加 以 适当 改造 。 先 举 两 例如 下 ( 实 线 为 最 大 树 , 虚 线 
为 外 棱 )， 

例 1 Kuratowski 线 图 Ki。 





(改造 前 ) 
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例 2 Kuratowsiki 线 图 K,。 





图 18 


总 的 说 来 ， 线 图 的 改造 包括 两 个 方面 
(1) 将 任 一 外 棱 ee 分 成 三 段 ， 在 es 两 端的 两 自 归 入 最 大 
树 T， 中 间 的 一 段 则 作为 新 的 外 楼 。 
(2) 在 中 任 取 一 点 wo( 不 必 为 顶点 ) 并 添 入 一 顶 点 0 作 
为 树 根 以 及 自 根 O 至 we 的 一 个 树 楼 。 
显然 ， 第 一 种 改造 对 于 线 图 的 肉 入 无 丝毫 影响 。 对 于 第 二 
种 改造 ， 如 果 vo 是 一 个 k 义 点 ， 即 在 vo 处 恰 有 k 个 棱 ， 对 原 
线 图 的 每 一 嵌入 ， 改 造 后 的 线 图 恰 有 K 个 不 同 嵌 入 与 之 相当 ， 
因而 解决 了 改造 后 线 图 的 嵌入 问题 ， 同 时 也 就 解决 了 原来 线 图 
的 嵌入 问题 。 
由 于 上 述 ， 我 们 就 已 经 改造 的 线 图 ( 仍 记 之 为 G) 与 最 大 树 
(〈 仍 记 之 为 了) 进行 讨论 ， 引 入 的 树 根 记 作 0， 这 时 G，T 等 具 
有 以 下 诸 性 质 ， 
1。 自 最 大 树 工 的 任 一 自由 端 出 发 ， 至 多 只 有 一 个 外 楼 。 
2。 任 两 外 棱 均 无 公共 端点 。 
Dp 


3。 在 树 根 〇 处 无 外 棱 。 

以 下 假定 G，7 与 根 O 已 固定 ， 不 再 声明 。 

3。 矛盾 数 

问题 设 f:TC 平 面 。 一 般 说 来 ，f 不 能 扩充 为 整个 线 图 
G 的 杠 入 了 :GC 平 画 ,使 了 IT=f。 问 如 何 刻 划 这 种 不 可 能 的 
程度 。 

扩充 术 设 任意 扩充 了 为 相对 于 T 的 浸入 了 :GC 平面 ,使 
了 1T=f。 对 了 T 外 的 任 两 外 棱 ee，ep， 

交 (7(ea)， 了 (ep)) 

与 扩充 方式 了 无 关 ， 而 由 了 IT 即 f 完全 确定 ， 记 之 为 fs。 于 
是 


f:T 己 平面 可 扩充 为 了 :G 忆 平面， 使 了 T= 三 f< 访 一 切 t= 


由 此 知 ， 数 组 (fap) 可 作为 能 否 扩 充 :TC 平面 为 整个 G 的 
媒 入 的 一 种 量度 。 换 言 之 ， 使 了 不 能 扩充 为 G 的 嵌入 的 内 部 矛 
盾 暴 露 于 外 时 可 通过 数组 (fop) 表 现 出 来 。 为 此 ，fes 将 称 为 相 
应 于 所 Tc 平面 的 矛盾 数 ，(fos) 称 为 矛盾 数组 。 
注 析 设 玉 :GC 平面 是 f:T 己 平面 的 另 一 扩充 。 不妨 设 
3 (en) 与 了 (ep) 相 截 (一 般 情形 容易 归结 于 此 )， 因 树 T 与 ec 在 
了 与 7 下 都 不 相 过 ， 故 
交 (J (ea),f(eg))= 交 (了 (ea),F(Ce)), 
交 (J' (ea), 了 (ep))= 交 (J (eo), 了 (Cp))。 
又 折线 (es)，7’ (es) 有 相同 端点 ， 故 由 第 三 部 分 第 一 节 的 交 
截 术 知 ， 右 端 两 式 相等 。 由 此 得 
交 (J(ea),f(eg))= 交 (J (ea), 了 (ep))。 








同样 有 
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交 ( 瑚 (ea)， 玉 (es))= 交 (六 (ee)，(ep))， 
故 
交 ( 玉 (ec)， 形 (es))= 交 (Cec)， 了 (ep))， 

即 交 (7 了 (ec), (ep)) 与 扩充 方式 号 无 关 。 这 说 明了 符号 fs 的 合 
理性 。 

显然 ， 在 大 TC 平 面 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入 时 应 有 一 切 
fap= 0。 反 之 也 容易 由 归纳 法 验证 如 下 : 

将 一 切 外 校 任意 排列 成 一 次 序 ee,…，ec, 将 树 添 入 e1,…， 
er (对 kK=1,…L) 后 所 得 线 图 记 作 Gt。 又 置 Go=T。 设 
fi:TC 平 面 已 扩充 为 一 嵌入 (了 = 思 GoC 平 面 ); 

瑚 :GCC 平面 ， 
FrlT=1, 

试 考虑 继续 扩充 到 Cr 的 可 能 性 。7 (Gx) 分 割 平面 成 若干 区 
域 ， 设 为 D1，…,D,。 设 er: 的 两 端 为 act api 而 了 (akw1) 
= phi 了 (9 esi) =p’ kv。 将 pt Pu 在 平面 中 任 以 一 折线 1 
相连 而 使 ! 除 px,1，P' ri 外 不 与 天 (T) 相 遇 且 与 每 一 J:(ei) 至 
多 相 截 。 每 一 区 域 Di 的 边界 集 D; 由 一 闭 圈 Ci 以 及 若干 在 Ci 
内 通 向 Ci 而 互 不 相遇 的 折线 所 构成 ， 而 Ci 又 由 jx(T) 的 一 部 
分 以 及 若干 Je(e)(1<j<k) 所 组 成 , 设 为 Ji(ey)，j=1， 
…s(i)， 折 线 则 全 由 树 校 所 组 成 。 

由 假设 知 (下 面 符号 指 fzp， 应 不 致 混淆 为 fa) 

fers = = fr = 0% 


因而 
sO) ' #60) 
交 (1,Ci) = J 交 (1, Fi(ei)) = Dfiwij=06 
j=1 T=1 


由 此 据 一 般 形 式 的 闭 圈 原 理 知 : 若 pe.: 在 某 一 区 域 Di 的 边界 
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且 在 闭 圈 Ci 的 内 部 ， 则 Pei 也 将 同 在 Ci 的 内 部 ， 因 而 在 Ci 
内 部 可 将 ptsi，Pei 用 一 折线 #s: 连结 使 kt: 与 树 形 CT) 除 
prv9 Pp' ni 外 不 相遇 ， 且 Ht 不 与 任 一 Jx(ei)，…，jx(ex) 相 
遇 ， 故 可 将 扩充 至 eri 得 瑚 ,CeuaC 平 面 使 
Fri(Err1) = Test 
Fin | Gt= Fxo 
依次 进行 即 可 将 f 扩充 为 整个 G 的 搓 入 
7: GC 平面 ， 
1/T=f。 

验证 完毕 。 

4。 基 本 关系 式 

问题 设 产 工 志 平面 ， 则 了 能 否 扩充 为 嵌入 天 GCC 平面 
使 了 1T=f 的 可 能 程度 由 矛盾 数组 (fas) 刻 划 。 矛 盾 的 产生 导 源 
于 了 的 嵌入 f， 而 这 一 柑 入 可 由 数组 (fij) 该 划 ( 见 前 二 )。 在 外 
部 表现 (fop) 与 内 在 原因 (fi;) 之 间 必 有 关系 ， 试 求 这 些 关系 的 
明确 表达 式 。 

基本 关系 术 ”对 于 了 的 任 两 自由 端 a 与 5 ， 命 了 中 连结 4， 
5 与 根 0 的 通道 了 Ps，P 首次 相遇 的 顶点 为 v。 命 在 工 中 连结， 
与 9, b 的 通道 Pue，P, 上 以 ”为 前 端的 树 棱 为 妈 i。 引 入 记 
号 


fop= fi 
显然 有 

fav= foat1o 
例如 在 附 图 19 中 有 

fw= fij= 06 


设 外 楼 es 的 两 端 为 4，a’ :ee= Go'， 
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b 
pe’ 


P| 


S 


-J Eh ht 


-一 


(2) 


(1) 





外 杰 ep 的 两 端 为 5，b :ep=bb”， 






(4) 


《3) 
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ep 


S 





[| 


(5) (6) 
图 20 


则 有 基本 关系 式 ， 


fap= favt ou + 了 ab 十 了 auv 


式 中 右边 与 0，4%' 的 次 序 无 关 ， 也 与 b，z 的 次 序 无 关 。 两 边 
都 与 4。，B 的 次 序 无 关 。 

注 析 任意 扩充 f:TC 平 面 为 7:GC 平 面 ,就 J 下 0 在 图 
线 Ce= epU Pe 的 内 外 以 及 Pe 与 Ce 的 相对 位 置 关系 可 有 以 下 
几 种 如 图 21 所 示 的 不 同情 形 ， 其 它 情形 可 由 交换 b，b’ 而 得 。 


a 1 
上 1 
! 

b 1 

1 

| 1 

o iep ep O 
1 上 
a 1 1 时 

尝 b b’ 

6 1 1 
en i 

(1) (2) 
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(3) 


b 
b 


| 


《6) 





图 21 


引入 记号 


fag = foot fas 


则 依据 这 些 情形 可 列 成 下 表 : 
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情 形 fa feb’ 了 ep 次 of(Cp) | 次 of(Co ) 
6 1 1 0 1 1 
元 - 0 0 | 0 0 0 
8 0 0 0 1 1 
9 1 1 | ©» 0 0 
10 | 1 1 | 。 1 1 
11 0 0 上 0 0 
| I AA 
12 0 0 0 1 1 




















上 表 中 jp = 1。 若 jw = 0， 则 只 需 将 fo，fov 的 值 互 易 
即 可 ， 此 外 勿 须 变更 。 
由 表 可 知 ， 不 论 何 时 都 有 


fap= 次 sf(Cp)+ 次 of (Cp)。 
同样 有 


fup = 次 ar 了 (Cp) 本 次 of (Cg)。 


相 加 得 
fap+fap= 次 af(Cp)+ 次 a 了 (Cp)。 


由 第 1 节 的 交 截 术 知 ， 
上 式 = 交 (J (esa), 了 (Cp))= 交 (J 了 (eas),7 了 (ep))= fopo 
故 . 
fap= fap+ fap= fast fav, + fart fab,o 

此 即 基本 关系 式 。 

5。 线 图 嵌入 第 一 基本 定理 

问题 试 从 f:TC 平 面 所 定数 组 (fij) 求 了 可 改变 为 8:TCC 
平面 而 g 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入 的 充 要 条 件 。 

剖析 任 两 嵌入 f，8g:TC 平 面 的 异同 可 由 一 数组 (s5) 确 
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定 ( 见 II 中 的 树 形 比 峰 术 与 栓 树 术 )， 此 处 
= Eji = fij+ Bijo 
又 对 8:TC 平 面 由 第 3 节 扩 充 术 已 知 g 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入 
的 充 要 条 件 。 由 此 易 得 f:T 忆 平面 可 改变 为 8:TC 平 面 而 8 "| 
扩充 为 整个 G 的 嵌入 的 充 要 条 件 。 
详 言 之 ， 设 1,8:TC 平 面 任意 ， 对 TT 的 任 两 自由 端 4,b， 
命 a,，b 到 根 O 的 通道 Ps。，P。 最 初 相 过 的 顶点 为 ?。 连 结 v 与 
% ?的 通道 Pn，P,。 上 以 5 为 前 端的 树 楼 设 为 tt，t， 则 置 
Eab = Bijo 
又 对 任 两 外 楼 er= 9/ ，e= 砚 '， 置 
Eap = 8cb 十 ab 
Bab = Eab + Earby 


Eap = Eab + Eab, + Ea'b+ Ba'b'y 


则 显 有 
Cab = Ebay 
Bap = Epay 
Eab = Ebay 
Eap = Epa = Eap + Ea1p = Eab + Eab'o 
由 


Bj= fij+ ij, 
依据 诸 符 号 的 意义 以 及 上 一 节 的 基本 关系 术 可 得 
Bab= fab t+ Eav, 
Bap = fap+ Eapo 
因而 由 扩充 术 ， 若 了 可 改变 为 g:TC 平 面 府 8 可 扩充 为 整个 G 
的 骨 入 ， 则 gop = 0， 或 即 
Eap = fapo 
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今 依 第 二 部 第 5 节 引 入 一 组 ( 模 2) 未 知 数 xj = xi， 又 对 任 
两 工 的 自由 端 % bp 与 任 两 外 楼 oo= do，ep= tb， 置 (7 意 
义 同 前 
Xa5 = Xijy 
Kap = Xab + Xabry 
Xab = Xab + Xaby 
Xap = Xab + Xaby + Xasb t+ Xaibry 
则 显然 有 
Xab = Xboy 
Xas = Xpay 
Xab = Xbay 
Xap = Xpa = Xap + Xa'p = Xab + Xabso 


于 是 上 述 g:TC 平 面 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入 的 条 件 可 表 为 ， 


(si) 应 为 下 方程 组 
(ID Xap = fap 

的 解 。 又 据 II 5 嵌 树 术 ，(stb) 还 应 满足 以 下 方程 组 ， 
(ID; Qix(f ,Xx) = 1， 


其 中 Qijx(f ,x) 为 一 与 以 同一 顶点 为 前 端的 三 棱 组 #，t， 碌 相 
对 应 的 二 次 式 。 

反之 ， 若 (855) 满 足 这 两 方程 组 ， 则 依 (II); 与 嵌 树 术 可 据 
8i 以 改变 为 一 嵌入 8:TC 平 面 使 

Bij= fij+ Eijs 
其 次 依 (I)7 有 
Gap = 0。 

因而 由 扩充 术 可 将 g 扩充 为 一 整个 G 的 嵌入 。 

综合 上 述 可 得 出 问题 的 完全 解答 如 下 : 
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线 图 合 入 术 ( 第 一 基本 定理 ) 对 于 以 任意 同一 项 点 为 前 端 
的 任 两 树 棱 二 与 引入 一 模 2 未 知 数 xi =: xj， 又 对 工 的 任 两 自 
由 端 ob 与 任 两 外 棱 eo，ey 引入 

Xab = Xijy 
Xap = Xab + Xab, + Xarb + Xasbsy 
其 中 如 与 为 自 o, 5 至 0 的 通道 Ps。。Ps 上 以 初次 相遇 的 顶点 
为 前 端的 两 树 模 ， 而 ee= 04 ，ep=bb。 对 每 一 对 外 术 eo，ep 
引入 方程 : 


(Dy Xap = fap, 

又 对 每 三 以 同一 顶点 为 前 端的 树 楼 tt，t， 龙 引入 方程 
(II)y Quox(f,x) = 1， 

此 处 


Qi Cf ,Xx) = Cfist Xi) (e+Xik) 
+ (fjr+ Xk) Cfii + Xi) 
+ (frit+ Xx) (fii+ Xki), 
则 f:TC 平 面 可 改变 为 8:T 忆 平面 而 8 可 扩充 为 整个 G 的 所 入 
的 充 要 条 件 为 方程 组 (I)/，(II): 有 解 。 
简 言 之 有 





G 能 嵌入 平面 所 >(I))，(II)7 有 解 





这 一 结论 将 称 为 线 图 嵌入 第 一 基本 定理 。 

若 已 得 (I)1，(II); 的 一 组 解答 (Xij) = (2ij), 则 视 sj= 1 或 
0 而 确定 是 否 改 变 嫩 ，#; 的 旋 向 ， 即 可 从 f 得 一 确定 的 艇 入 
8:T 忆 平面 而 8 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入 ， 如 扩充 术 所 示 。 

6。 不 能 嵌入 平面 的 线 图 实例 

问题 ” 举 出 一 些 不 能 在 平面 中 蔡 入 的 简单 线 图 。 
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Kuratowski 实例 。Kuratowski( 波 兰 数 学 家 ) 在 1930 年 
曾 举 出 过 两 个 这 样 的 线 图 ， 记 作 K:，K，， 见 图 17，18。 我 们 
将 依据 前 面 线 图 嵌入 术 对 天:，Ks 进行 分 析 并 证 实 Ki 与 Kz 不 
能 嵌入 平面 。 

先 考虑 Ki。 为 此 选 一 最 大 树 T 并 依 第 2 节 改 造 K: 且 作 
f:Ki 心 平面 如 图 22( 人 参阅 图 17)。 





相当 于 方程 组 (I); 有 : 
(€1,€2): X813+ X23+ X13+ X12 = 0, 
(elye3): Xa34 X4s= 0， 
(€2,€3): X912+X4s = 1, 
(€15€4): Xs3+X67=0, 
(€2,€4): Xi0,it+ X67=0, 
(€3,€4): X9,12+X67= 0 
易 见 上 述 方程 组 无 解 ， 因 而 K; 不 能 嵌入 平面 
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但 车 弃 去 e( 因 而 也 同时 弃 去 16,t1o) 则 对 余下 的 线 图 K“， 
( 见 图 23) 在 了 下 的 相应 方程 组 (IT); 只 含有 前 面 三 个 ， 这 时 (1)， 
显然 可 解 。 因 (II)f 并 不 存在 ， 故 知 K’， 必 可 其 入 平面 。 





图 23 
为 求 得 K’, 的 不 同 嵌 入 ， 可 先 求 得 (I); 的 一 般 解 答 如 下 ， 


X23 十 X13+ X12 = Xs,13 = X4ss 


X9,12 = Xss+ 1。 
无 损 于 一 般 性 ， 不 妨 设 
X12 = X13 = 0, 

于 是 有 两 组 不 同 解答 如 下 ， 

(1) X12= Xi3 = X23 = X4s = X813=0, X92= 1， 

(2) X12= Xi3= X9,12= 0, X23= Xss = X13= 1o 
相应 的 树 形 嵌入 见 图 24，25。 

每 一 树 形 的 嵌入 都 可 扩充 为 K' 的 嵌入 , 例如 在 情形 (1)， 
可 扩充 成 四 种 不 同 的 嵌入 如 图 26 所 示 ( 树 根 已 省 去 )。 

同样 ， 在 情形 (2)。 也 可 得 出 四 种 不 同 的 扩充 。 与 图 26 的 
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四 种 扩充 一 起 共 8 种 ， 概 括 了 K’1( 即 Ki 除去 e4 后 所 余 线 图 ) 
在 平面 中 一 切 可 能 的 不 同 嵌 入 。 

其 次 考虑 第 二 种 Kuratowski 线 图 Kx( 人 参阅 图 18)。 为 此 ， 
取 树 形 了 并 改造 KK* 且 作 f:Ks 必 平面 如 图 27。 





图 27 


方程 组 (I)， 含有 15 个 方程 如 下 : 


(elyez): 
(elyes): 
(ezye3)， 
(elye4): 
(ezye4): 
(€3,€4): 


(e185): 


(€2,€5): 


(€3,€s): 


(edye5)3 


Xi2 + X14 + X24 + X12,13 = 0 
X13+ X14 + X34+ Xs,10= 0, 
X23 + X24 + X34 + Xs,10= 0, 
Xs7 + X1s,16 = 0, 
Xs7 + Xi2,13 = 1, 
Xs7 + Xs,10= 1 
Xe7 + X11,13= 0, 
Xe7+ X11,12 = 0, 
Xe7 + Xs,19= 1 


Xs6 t+ Xs7 + X67 + X11,13 = 0, 
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(ely €6): X9,10 + X14,16= 0 


(ezye6) X9,10+ X12,13= 1» 

(€3,€6): Xsg + Xs,10= 0, 

(edy €6): X910+ X14,1s = 0, 

(€s,€6): X910+ X11,13= 1o 
图 28 
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易 见 上 述 方程 组 无 解 ， 因 而 K; 不 能 嵌入 平面 。 但 若 弃 去 
es( 因 而 也 弃 去 t,t14)， 即 易 K2 为 图 28,，29 的 K',, 并 取 最 
大 树 T 与 浸入 f:K 心平 面 如 前 , 则 相应 的 方程 组 (I)f 系 由 前 
面 10 个 所 组 成 。 易 见 此 时 (1): 有 解 。 
无 损 于 一 般 性 ， 可 设 
X12 = X13= X14 = 0， 
此 时 方程 组 (了 Dj 的 一 般 解答 为 
X23 = X24 = X34 = Xs,10= X12,13, 
Xss= Xs7 = X67= X11,12 = X11,13 = X15,169 
Xs6 = X23+ 1o 
对 于 方程 组 (II)7， 此 时 有 相应 于 
(i,j,k)= (123), (124), (134), (234), 
(567), (11,12,13) 
等 共 6 个 方程 。 注 意 当 i<j<k 时 ， 由 于 
fy= fir= fx=0, 
相应 方程 变 为 
KijXik + KisXjk + XpXjk + Xik = 0% 
不 难 验证 ， 由 于 (I); 的 解答 需 采取 前 面 所 述 形 式 , 诸 方程 (II); 
都 自然 满足 ， 因 之 K“， 必 能 嵌入 平面 。 
由 此 知 方程 组 (1);/，(IT); 的 解答 实质 上 只 有 以 下 两 组 (在 
无 损 于 一 般 性 的 假定 xz= X13= Xi= 0 下); 
(1) Xi2 = X13= X14= X23= X24 = X34 = X8,10= X12,13 = 09 
Xs6 = Xs7= X67= X1112= Xii,13= X15,16= 1o 
(2) X12 = X13 = X14= Xs6 = Xs7 = X67 = X11,12 = X11,13 
=X1s,16 = 0, 
X23= X24 = X34 = Xe,10= X12,13= 1o 
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因而 T 在 平面 中 只 有 两 个 不 同 的 嵌入 。 从 这 两 个 T 的 嵌入 不 
难 获得 K’, 在 平面 中 的 所 有 不 同 嵌 入 方法 。 

不 仅 K!，K; 不 能 嵌入 平面 ， 凡 含有 K: 型 或 K; 型 子 图 的 
线 图 都 不 能 嵌入 平面 ， 而 且 Kuratowski 还 证 明了 其 道 ， 即 下 
述 定 理 ( 证 明 从 路 ， 可 参阅 Kuratowski, Sur le probleme 
des courbes gauches en topologie, Fund. Math., 15(1930) 
271 一 283)。 

Kuratowski 线 图 嵌入 术 “车 一 线 图 G 含 有 一 子 图 如 Ki 或 
K2:， 例 如 图 30 中 以 粗 黑 线 表 出 的 子 图 即 为 一 Ki 型 线 图 , 则 上 
述 G 显 然 不 能 嵌入 平面 。 反 之 ， 若 G 不 含有 任意 Ki 或 K; 型 的 
子 图 ， 则 G 必 能 嵌入 平面 ， 即 


G 能 由 入 平面 < G 不 含有 Ki 或 K 型 子 图 








图 30 
7。 线 图 距 入 第 二 基本 定理 
问题 Kuratowski 嵌入 术 给 出 了 一 个 线 图 G 能 嵌入 平 面 
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的 充 要 条 件 , 但 这 种 判 准 并 不 是 切实 可 行 的 ,因为 线 图 比较 复杂 
时 ， 难 以 判断 是 否 有 K: 或 K, 型 子 图 隐藏 其 中 (参阅 图 30) 。 另 
一 方面 ， 第 5 节 5 中 的 线 图 供 入 术 ( 第 一 基本 定理 ?给 出 了 另 一 个 
切实 可 行 的 判 准 ， 把 判断 G 能 否 嵌 入 平面 归结 为 某 方程 组 (I)y 
与 (II)7 是 否 有 解答 ,并 可 由 解答 得 出 具体 的 具体 嵌入 方法 。 但 
方程 组 中 (I); 是 线性 的 ， 容 易 处 理 ，(II) 则 是 二 次 的 ， 比 较 
难 办 。 试 简化 方程 组 以 获得 较 简易 的 嵌入 判 准 。 

剖析 由 Kuratowski 嵌入 术 与 实例 的 注释 可 知 : 设 G 中 
有 一 Ki 或 K, 型 的 子 图 G' ,在 G 中 可 选 最 大 树 形 了 以 G' 的 最 大 
树 形 7 为 子 树 。 不 妨 设 G，G’ 都 已 改造 使 ?7，T' 具有 相同 树 
根 。 任 作 思 TS 平面 ， 并 置 了 1T 三 f’ ， 则 相应 于 G, 了 与 了 的 
方程 组 (1)j 含有 G’ 相 粒 于 T' 与 攻 的 方程 组 (IT)7 为 其 子 组 。 
因 (Dy 无 解 ， 故 (了 Dj 也 无 解 。 由 此 知 ， 当 (Dr 有 解 时 ，G 必 
不 能 含有 任 一 Ki 或 K, 型 的 子 图 。 仍 由 Kuratowski 嵌 入 术 
知 ， 此 时 G 必 能 嵌入 平面 。 由 第 一 基本 定理 知 此 时 不 仅 (I): 有 
解 ， 且 (ID)7，(II)y 联 立 起 来 的 方程 组 也 必 有 解 。 但 需 注 意 ,并 
不 是 (Dj 的 任 一 解答 都 可 作为 (IT)1，(〈II)y 联 立 起 来 的 解 。 

总 结 上 述 ， 有 下 面 的 结论 ， 

线 图 嵌入 术 ( 第 二 基本 定理 ) 设 线 图 G， 最 大 树 形 了 与 树 
根 0 如 前 。 任 作 嵌 入 f:TC 平 面 ， 并 作 相 应 方程 组 

(Ds Xap = fop， 

(II); Qix(f,x) =1， 
则 





G 能 联 入 平面 >(D: 有 解 





由 此 并 知 
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| 有 解 一 ?>(I)1，(II)f 有 解 





四 、 (平面 性 ? 线 图 的 具体 霸 入 


1。 问 题 说 明 与 方法 概述 

问题 ” 仍 设 线 图 G 与 最 大 树 形 了 如 前 ， 其 中 C 满 足 第 一 部 
分 第 2 节 中 的 限制 条 件 , 而 G,T 已 改造 如 第 三 部 分 第 2 节 中 所 
述 的 ， 树 根 为 0。 任 作 嵌 入 f:TC 平 面 。 从 f 可 作 两 方程 组 ， 


(Dy Xap = fap, 


(IIL)7 Qin(f ,x)= 1。 
由 第 三 部 分 第 7 节 中 线 图 嵌入 术 ( 第 二 基本 定理 ) 已 知 方程 组 
(Dy 有 解 时 ，(I)7+，(II)y 联 立 起 来 的 方程 组 也 有 解 ， 因 而 依 


据 第 三 部 第 2 节 中 的 线 图 嵌入 术 ( 第 一 基本 定理 )， 可 改变 了 为 
另 一 般 入 8:TC 平 面 并 扩充 g 为 G 的 一 个 媒 入 。 但 是 ， 在 建立 
第 三 部 分 第 7 节 中 结果 的 过 程 中 须 借 助 于 Kuratowski 幅 入 
术 ， 而 后 者 只 是 一 纯 理 论 的 结果 ， 并 非 切实 可 行 ， 为 此 提出 下 
面 的 问题 ， 重新 建立 第 三 部 分 第 7 节 中 的 线 图 嵌入 术 以 便 在 解 
决 上 述 问题 时 不 依赖 于 Kuratowski 的 结果 ， 且 从 (IT)7 的 一 组 
解答 获得 (I)1,(II); 的 解答 时 ,应 该 依照 确定 步骤 进行 ,因而 切 
实 可 行 ， 即 可 编 成 程序 使 用 电子 计算 机 以 获得 亡 需 解答 。 
方法 概述 为 了 解决 上 述 问题 ， 使 得 从 一 个 只 满足 (I); 的 
解 出 发 能 获得 一 个 同时 满足 (ID)+，(II)1 的 解 ， 我 们 将 把 了 以 
及 (了 Dj 的 解 2= (8) 逐步 改变 某 些 sy 的 值 ， 使 满足 (II)1 中 的 
方程 逐步 增多 ， 而 改变 后 的 si 仍 满足 (I)1。 为 此 先 引入 以 下 
的 符号 与 概念 。 
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设 有 f:TC 平 面 与 数组 2= (2j)。es 是 一 外 楼 ， 两 端 为 4， 
0 。 在 树 形 了 中 ， 连 结 a，%“ 与 树 根 0 的 通道 为 Pe”,，Po,， 连 
结 4，a’ 的 通道 为 Pe。 记 Po，Pe 的 公共 部 分 在 Pa。 上 的 顶点 
为 ve， 即 Pen Pa = Pu。 项 点 we 将 称 为 Pe 的 岐 点 《有 时 也 称 
为 ea 的 歧 点 )， 记 Pu。 上 以 ws 为 端点 的 树 楼 为 be。 

我 们 称 (f ,2) 对 es 合格 ， 如 果 以 下 诸 条 件 满足 ， 

条 件 (1) 对 任 一 不 同 于 ex 的 外 楼 ee，s= (es5) 满 足 (I)7 中 
与 (ea, ep) 相 应 的 方程 ， 即 有 fap= sap。 

条 件 (2? 对 以 Pe 上 同一 不 等 于 v4 的 顶点 为 前 端的 任 三 树 
棱 二， 广 ， 女 。 落 其 中 之 一 在 Pe 上 ， 则 s= (s5) 即 满足 (II1)f 中 
与 (ti,t;,tx) 相 应 的 方程 Qiye(f ,Xx) = 1。 

条 件 (3) 对 以 Pe 上 同一 顶点 wa 为 前 端的 任 三 树 棱 ft，， 
如 ， 落 其 中 两 个 在 Pe 上 , 则 s= (ei) 即 满足 (II)y 中 与 (tt,tx) 
相应 的 方程 ，@ux(f,x) = 1。 

如 果 数 组 s= (i) 又 是 (I); 的 解答 且 满 足 上 述 三 条 件 ， 则 
称 & 是 1 下 对 6 的 合格 解 。 

于 是 ， 我 们 的 方法 可 概述 如 下 。 

将 诸 外 楼 排 成 一 适当 次 序 如 下 : 

Cs €2, ***, Ea, …， EL 
从 f:TC 平 面 以 及 (I) 的 任 一 解 2= (ej) 出 发 ， 逐 步 改变 为 数 
组 

el= (83), Er= (828), ,Er=(2%), ,Er= (ef), 

使 每 一 e* 都 是 (了) 的 解 ， 而 (f,2!) 对 ei 合格 ，(f,E?) 除 对 es 
合格 外 ， 又 对 e 合格 ， 依 此 类 推 ， 最 后 ， 所 得 er= (a5) 即 为 
同时 满足 (I)+，(II)7 的 一 组 解答 。 

方法 的 改进 上 述 方法 中 典 入 f:TC 平 面 是 固定 的 ,只 是 逐 
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步 改变 数组 = (ai) 的 值 。 但 在 了 下 诸 棱 的 相互 位 置 与 8 及 其 
改变 之 间 并 无 显著 关系 。 为 此 有 必要 不 仅 改变 8。， 且 改变 嵌入 
了 f， 使 改变 后 的 嵌入 g 与 数组 9= (mj) 满 足 (f,e) 所 满足 的 那些 
相应 的 方程 ,而 g 与 人 网 汪 有 有 必 全 全 半 训 放风 焕 本 关 因 4 这 可 
以 帮助 解决 原来 的 问题 。 

为 此 先 引 入 以 下 的 符号 与 概念 。 

设 将 f:TC 平 面 改变 为 8:TC 平 面 。 对 于 (Dy 的 数组 8 = 
(2)， 有 (1)s 的 一 个 相应 数组 19= (m7) 使 

Mji+ 81j = Ei + fijo 
此 时 我 们 简 记 作 
(f ,Ee)~ (8,1N)。 
注意 8= si，Wi=mib 而 f= 了 i+1，8jy= Bii+1。 由 于 对 任 
意外 楼 ee，es， 依 据 第 三 部 分 第 5 节 引 入 的 sp，?ep 显然 满足 
Map + Bap = Eop + fap, 

故 有 以 下 断言 ， 

设 (f ,2)~~(8,1])。 

(1) 车 e= (s6) 是 (IT)7 的 解 ， 则 ?= (WW) 也 是 (1)s 的 解 。 

(2) 对 以 同一 顶点 为 前 端的 任 三 树 楼 如 ， 妇 ，tt， 若 满足 
(IDj 中 与 (tis 匡 , 妈 ) 相 应 的 方程 , 则 7 也 满足 (II)e 中 与 (t,ty,tx) 
相应 的 方程 。 

由 此 不 难看 出 ， 

《3) 若 (f,E) 对 某 一 外 楼 eu 合格 ， 则 (8,) 也 对 es 合格 。 

(4) 车 2 是 1 下 对 es 的 合格 解 ， 则 711 也 是 8g 下 对 es 的 合 
格 解 。 

由 于 (1) 一 (4)， 可 将 原来 方法 改进 为 以 下 更 一 般 的 形式 ， 

仍 将 诸 外 棱 排 成 一 适当 次 序 
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BCz Ce CEC0y 
从 f:TC 平 面 以 及 (Di 的 任 一 解 2= (8;) 出 发 ， 逐 步 改变 了 为 
嵌入 
8!:，g?，*…，8"，*……，8!:TC 平 面 ， 

以 及 。 为 数组 

让 = ( 读 )， 从 = (3)，…， 人 = (多)，*……， 人 = (全)， 
使 每 一 他 都 是 (ID)se 的 解 ， 而 (8572) 对 ei 合格 ，(82， 人 2) 除 对 
el 合格 外 ， 又 对 e: 合格 ， 依 次 类 推 。 最 后 所 得 人 Y= (用 ) 即 为 
同时 满足 (1)s*，(II)s' 的 一 组 解答 。 作 数组 2"= (5) 使 

(f ,et)~ (8,7), 

则 e? 也 是 同时 满足 (IT)f，(II)7 的 一 组 解答 。 

以 下 各 节 将 解释 逐次 改变 嵌入 与 数组 的 细节 ， 也 将 说 明 诸 
外 棱 排 成 适当 次 序 的 方法 。 

2。 旋 数 的 改变 

问题 上 节 提 出 的 方法 主要 在 于 改变 一 个 数组 = (83) 的 
值 使 满足 (II)7 的 方程 个 数 越 来 越 多 ,为 此 , 试 检查 改变 前 后 的 
数组 对 满足 (II)f 与 否 的 影响 。 

剖析 对 第 二 部 分 第 4 节 中 的 树 形 比 嵌 术 中 从 嵌入 f:TCC 
平面 的 旋 数 组 (fi) 改 变 为 另 一 般 入 的 旋 数 组 时 ， 引 入 了 改变 值 
的 数组 (8ij)。 由 于 对 以 同一 顶点 9 为 前 端的 任 三 树 棱 二 二， 不 ， 
数组 (a1,2ir,Ejt) 可 取 的 值 有 8 种, 而 将 t, 性 ， 杂 在 了 下 的 排 
列 次 序 改变 时 的 方式 却 只 有 6 种 ， 这 说 明 作 为 旋 数 改变 的 
(etyeiktyeit) 三 数 是 不 能 任意 的 。 其 间 的 制约 关系 由 (II) 中 的 
方程 

Qix(f ,xX)=1 
表达 ， 即 三 数 须 满足 这 一 方程 。 由 这 一 方程 的 几何 意义 容易 解 
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答 上 述 问题 。 
为 此 ， 不 妨 设 在 f 下 从 二 起 依 反 钟 向 排列 的 次 序 为 t,t， 
ti， 妇 ， 于 是 有 下 表 ， 














| | 
改变 后 反 钟 向 排列 次 序 | Eij | Eik Eit 
Re [一 一 
tvs tis tio ts | 0 | 0 0 
tys fs brs ti | 0 0 | 1 
ee Pe Et PE Ss 
top bio tio ti | 1 | 1 | 0 
te ti fiy 人 | 1 0 0 
ts tes tio ti 0 1 | 1 
py i A i 二 -| 二 i ET EF 
ty, tr, ty, ti | 1 | 1 1 








由 表 知 ，(syysikysik) 不 能 取 的 值 为 (0,1,0) 与 (1,0,1)。 且 
知 从 这 两 组 改变 三 数 中 的 任意 一 个 或 两 个 ， 所 得 新 数组 即 与 表 
中 某 一 确定 排列 的 数组 相当 。 这 一 结论 显然 与 原先 f 下 by， 右 ， 
tb 厅 的 排列 次 序 沁 关 ， 因 而 有 下 述 结论 ， 

旋 数 改变 术 ” 设 有 嵌入 了 :TC 平面 ,数组 e= (ej), 以 及 以 
同一 顶点 为 前 端的 三 树 棱 ti， tt， 车 三 数 sj，sikt，er 不 满 
是 (ID; 中 与 (6,,tx) 相 应 的 方程 ，Qijx(f,x》= 1， 则 任意 改变 
其 中 一 个 或 两 个 的 值 ， 新 得 到 的 三 数 2’3，e’ iw，e’ jx 即 能 满足 
这 一 方程 。 

3。 树 形 崇 入 的 调整 

问题 依据 第 一 节 中 的 要 求 ， 试 将 典 入 f:TC 平 面 改 变 为 
嵌入 8:TC 平 面 ， 又 相应 改变 数组 = (ej) 为 数组 9= (使 
(f,E) 一 (8, 人 0) 而 在 g 下 1 较为 简单 易于 处 理 。 

改变 方法 ”改变 将 对 一 确定 的 外 楼 es 进行 。 设 Pe 上 以 由 
点 wa 为 前 端的 两 树 楼 为 fp，ts。 必 要 时 交换 Pp，q 记号 ， 故 恒 
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可 假设 foo+ 2po=0。 又 简 记 二 为 to。 

车 sta= 1， 则 改变 了 为 8 时 ， 将 交换 如， 妇 的 位 置 ， 否则 
tp， 如 的 相互 位 置 保持 不 变 。 以 下 设 这 一 步骤 已 首先 完成 ， 故 
不 妨 设 在 g 下 与 在 f 下 to，tp，ta 都 依 反 钟 向 排列 ， 于 是 有 

Bra=0, Npa= 06 

设 v 为 Pa。 上 或 P。。 上 任 一 不 同 于 歧 点 wz 的 顶点 ,tt 为 Pa 
或 P,。 上 以 ov/ 为 前 端的 树 楼， 而 妇 为 以 多 为 前 端 但 不 在 Ps 
或 P,。 上 的 任 一 树 楼 。 若 sr = 0， 则 在 8 下 将 保持 了 下 女 如 
的 旋 向 。 否 则 改变 旋 向 ， 即 从 了 改变 为 g 时 , ti 将 移 置 二 的 另 
一 侧 。 于 是 不 论 何 时 都 有 

Tkr = 0。 

次 设 妇 为 以 歧 点 wa 为 前 端 而 不 同 于 top, ta 的 树 楼 。 车 妇 
在 了 下 位 于 如 与 如 之 间 ， 即 在 fj 下 依 反 钟 向 排列 次 序 为 
to(=tw)，tr，tp，ta 时 ， 将 改变 f 为 g 使 在 8 下 妇 的 位 置 依 次 
如 下 ， 

(1) (skpyste) = 《0,0) 时 ， 妇 在 g 下 仍 在 t,tp 之 间 。 

(2) (skpyekte) = (1 1) 时 ， 妇 在 8 下 位 于 加 ， 如 之 间 。 

(3)，(4) (skpygrae) = (1,0) 或 (0,1) 时 ,， 妇 在 g 下 位 于 如 ,如 
之 间 。 

参阅 附 图 31， 其 中 波状 线 为 女 改变 后 在 g 下 的 位 置 。 

若 刀 仍 为 以 歧 点 wz 为 前 端 而 不 同 于 如， 如 的 树 棱 ， 但 在 
f 下 位 于 如 与 名 之 间 ， 则 改变 方法 与 上 相似 。 若 在 了 下 位 于 
加， 如 之 间 ， 则 在 (erpyete) = (0,0) 或 (1,1) 时 ， 在 8 下 女 仍 置 
于 tp，ts 之 间 ， 而 在 (kp,2xg) = (0,1) 或 (1,0) 时 ， 姑 将 依次 移 
置 i， 如 与 t， 如 之 间 。 

最 后 ， 设 顶点 多 既 不 在 Pe 上 也 不 在 Pue 上 ， 则 以 为 前 
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图 31 


端的 诸 棱 间 的 旋 向 将 保持 不 变 ， 即 对 任 两 以 "为 前 端的 树枝 
tt， 有 


Bij= fij, Mi= Eijo 
由 于 对 以 Pe 或 Py, 上 顶点 为 前 端 而 不 在 Ps 与 Pu 上 的 任 
两 树 棱 ， 其 相互 位 置 改变 与 否 除 已 可 归结 为 以 上 改变 者 外 并 无 
明确 规定 ， 故 依据 以 上 诸 规 则 记得 嵌入 5 不 必 是 唯一 的 ， 但 任 
一 这 样 改 变 所 得 的 (8,7) 都 将 称 为 (1,s) 对 ex 的 一 个 调整 , 简 记 
为 


(f,2) 人 OS (8,7)。 
Be 
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易 见 经 嵌入 调整 所 得 g,? 具有 以 下 简单 特征 。 
谋 入 调整 术 设 (f ,2) 分 $8,)， 则 ， 


(1) 若 风 是 Po 或 Pu 上 闪 歧 点 we 的 顶点 ,如 是 Pe 或 
Pu 上 以 * 为 前 端的 树 楼 ， 而 二 为 以 2 为 前 端的 另 一 树 棱 , 则 
kr = 0。 
(2) 车 如，tu 是 Pa。 上 以 v4 为 前 端的 两 树 楼 ， 而 too, tp,ta 
在 g 下 依 反 钟 向 排列 ， 则 
Npa = 0。 
(3) 车 如，ta 如 前 ， 而 t 为 以 v4 为 前 端 而 不 同 于 tp，ta 
的 任 一 树 梭 ， 则 ， 
在 g 下 座位 于 to,，tp 或 t,t 之 间 时 ， 都 有 
kp = Tra = O06 
在 g 下 妇 位 于 tp,， ts 之 间 时 ,或 
Mep = Mg= 0 


Tp = Tra = 1o 

(4) 在 (3) 中 除 最 后 情形 外 ，?Wkp，?Wxa，?e 三 数 都 满足 
(II)。 中 与 (t,tp,ta) 相 应 的 方程 ， 亦 即 原来 数组 s= (ejj) 满 中 
(II 中 与 (t,tp,ta) 相 应 的 方程 。 

(5) 车 ee=6a'，,b 是 T 的 任 一 不 同 于 a，a’ 的 自由 端 ， 则 
由 (1) 一 (4) 得 ，Wob= Mw=0 或 gov=fov=1， 而 后 者 只 在 Ps 
通过 ve 且 在 8 下 tp, ts 为 Ps 所 隔 开 的 情形 下 始 能 出现 。 因 而 
不 论 何 时 都 有 

7is= 0。 
(6) 由 (5) 知 ， 对 任 一 不 同 于 ez 的 外 棱 ee， 都 有 
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Tp = 0。 
4。 方程 组 (I)t 解答 的 调整 
问题 设 有 f:TC 平 面 ，(Di 的 解 s= (85)， 以 及 外 楼 en， 
求 将 改变 为 数组 2 = (ei)， 使 (f,e’) 对 es 合格， 且 2 仍 
满足 方程 组 (I1):， 因 而 2 为 1 下 对 es 的 合格 解 。 
数组 调整 术 ” 依 以 下 规则 可 将 数组 e= (s5) 改变 为 数组 
2 = (Ej)， 使 是 (T): 的 解答 时 ，s 为 了 下 对 ee 的 合格 解 。 
规则 (1) 设 风 为 Ps 上 任 一 不 同 于 歧 点 we 的 顶 点， 妃 为 
Pe 上 以 * 为 前 端的 树 棱 ， 志 性 为 以 为 前 端 而 不 同 于 所 的 
任 两 树 棱 ， 若 不 满足 (II 中 与 (tr,ti, 三 ) 相 应 的 方程 ， 则 改 
变 5 的 值 为 
eij=2ij+ 1 
否则 置 
£/1j= Eijo 
此 外 ， 又 置 
2/ir= Bir。 2/jr= Ejro 
规则 (2) 设 妈 ， 刀 为 Pe 上 以 歧 点 wz 为 前 端的 两 树 楼 ，tt 
为 以 wz 为 前 端 而 不 同 于 如， 的 任 一 树 棱 。 若 不 满足 (II)f 
中 与 (tkrytpyte) 相 应 的 方程 ， 则 改变 stp，aske 为 
Bixp=ektp 二 1，2/k= Ekg+ 1o 
否则 仍 置 
Elkp= Ekp, €! ke= Ekgo 
此 外 ， 又 置 
8 pa = Epgo 
规则 (3) 设 如 ， 刀 如 规则 2， 而 在 ,三 为 以 we 为 前 端 而 不 
同 于 饭 ， 刀 的 任 两 树 校 。 车 e= (ey) 恰 能 满足 (ID: 中 与 
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(ti 右 ,tp)， (tistj,ta) 相 应 的 两 方程 之 一 ， 则 改变 s5 为 
Eij=82j+1o 
否则 置 
E11= Eijo 
规则 (4) 设 二 性 为 以 不 在 Pe 上 的 同一 顶点 为 前 端的 任 
两 树 棱 ， 则 置 
2/ 1j= Eijo 
以 上 由 数组 e = (ey) 依据 规则 1 一 4 改变 为 数组 2 = (ei) 
的 方法 称 为 在 了 下 对 es 的 数组 调整 ， 简 记 为 


(1,2)—(f ,2’)。 
Ea 


在 8s=(e) 是 (I)f 的 解答 时 ， 如 此 所 得 数组 2 = (ei) 即 
为 了 下 对 es 的 一 个 合格 解 。 

注 析 。 为 验证 术 文 中 的 结论 ， 先 改变 (f ,8) 为 较 易 处 理 的 
媒 入 8 与 数组 9， 即 依 嵌入 调整 术 作 


(f ,8)- 人 > (8, 。 
ea 


命 人 / = (Wj) 为 了 改变 为 g 时 与 2’ 相应 的 数组 ， 即 
(f 8 ) 一 (gm )， 

于 是 从 是 ?在 8 下 对 ez 的 数组 调整 ， 即 
(8 人 一 (8 有)。 


而 与 术 文中 由 改变 为 外 的 诸 规则 相应 ，? 改变 为 多 所 遵循 
的 规则 可 重 述 如 下 : 
规则 (1 ) 设 % 为 Pe 上 任 一 不 同 于 wz 的 顶点 ， 为 Pe 上 
以 w 为 前 端的 树 楼 ， 志 ,性 为 以 为 前 端的 任 两 不 同 于 的 
树 楼 。 若 不 满足 (IT), 中 与 (tr,ti,t;) 相 应 的 方程 ， 即 ,三 在 
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8 下 位 于 tt; 的 两 侧 ， 且 全 =1， 则 改变 Wi 的 值 为 


Wij= M+ 1 
否则 置 
N= Mijo 
此 外 ， 又 置 
Mir = Mir, MW jr = Mr 
即 


Wir=0, Wir=0。 
规则 (2'〉 设 tp，ts 为 Pa 上 以 层 点 v4 为 前 端的 两 树 楼 ,而 
在 8 下 t(=to)，tp， 如 依 反 钟 向 排列 ，# 为 以 we 为 前 端 而 不 
同 于 如 ， 如 的 任 一 树枝。 若 ?9 不 满足 (II)* 中 与 (try 加 ,如 ) 相 应 
的 方程 ， 即 如 在 8 下 位 于 Pe 的 与 9 不 同 的 一 侧 ， 且 p= ?a 
=1， 则 改变 rp，?Wxe 为 


Wkp=Mp+1, Nkg= Ngt+ 1 


否则 仍 置 
Nkp= Mps N kg = Meqo 
此 外 ， 又 置 
Npa = 71pgy 
邯 
WN pa=0o 


规则 (3’〉 设 声 ， ts 如 规则 (2’')， 而 三 , 右 为 以 ve 为 前 端 
但 不 同 于 tp，ts 的 任 两 树 棱 ， 若 ?= (m7) 恰 能 满足 (IID)o 中 
(tistjstp)，(tististq) 相 应 的 两 方程 之 一 ， 即 有 下 两 情形 之 一 ， 
则 改变 ?95 为 
WH= + 1o 
否则 置 
202 


i= ijo 
两 情形 如 下 : 
@ 名 二 在 8 下 位 于 如 ， 妇 之 间 ， 或 
Mp= Ma=1, Np= Na=0, 


Mip= Ma=0, Wp= Ma=1。 
@@ tf 匡 在 8 下 与 tp，ta 相隔 离 ， 且 有 
Mmi=1。 
规则 (4’) 设 右 , 三 为 以 不 在 Pe 上 的 同一 顶点 为 前 端的 任 
两 树 棱 ， 则 置 
N= ijo 
根据 8&8，7, ?的 作法 不 难 验 证 以 下 诸 简单 性 质 ， 
性 质 (1) 以 Pe 或 Pu 上 同一 顶点 为 前 端的 任 两 树枝 所 y tj， 
只 需 至 少 有 一 在 Pe 或 Pu 上 ， 即 有 
?5=0。 
性 质 (2) 设 工 的 两 自由 端 c，4 在 g 下 位 于 Pu 的 异 侧 , 则 
必 有 
Ncd=0。 
性 质 (3) 设 工 的 两 自由 端 c，d 与 树 根 O 在 8g 下 都 位 于 Pe 
的 同 侧 ， 则 必 有 
WN cd = Nedo 
性 质 (4) 设 自 工 的 两 自由 端 c，4 至 树 根 O 的 通道 Pe，Pa 
首次 相遇 的 顶点 不 在 Pe 上 ， 则 必 有 
NW cd = edo 
性 质 (5) 设 树 棱 志 ， 塘 ， 女 均 以 ye 为 前 端 ， 且 三 者 或 为 
加， 如， 或 在 85 下 位 于 Pu 的 与 0 不 同 的 一 侧 ， 则 在 (Yj? ik， 
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1f#) 三 数 中 与 相应 三 数 (iiyWiryie) 不 相等 的 个 数 或 为 0， 或 为 
2。 

今 设 是 (I)7 的 解 ， 验 证 (f,s ) 对 ex 合格 如 下 。 

首先 ， 依 据 第 2 节 旋 数 改 变 术 以 及 改变 2 为 e’ 的 规则 (1) 
一 (3)， 可 见 (f ,2’) 满 足 对 ez 合格 的 条 件 (2) 与 (3)。 

为 验证 (f,e’ ) 也 满足 对 ex 合格 的 条 件 (1)。 可 注意 依 第 3 
节 中 的 嵌入 调整 术 ， 对 任 一 不 同 于 es 的 外 楼 eg 有 ?ep=0。 由 
于 是 (1)1 的 解 ， 而 (f ,2)~(g,)， 故 也 是 41) 的 解 ,特别 
需 满足 (I), 中 与 (ea,ep) 相 应 的 方程 ， 故 有 8ap =Tnp=0。 由 关 
于 (8,71,V ) 的 性 质 1， 显 然 有 (ep = 功 ' )， 

os = Ma = Myr = Mary = 0 

故 Ws=0。 因 而 8ap=0 也 可 写成 8ap=W%p， 即 1 满足 (1)s 中 与 
(es,ep) 相 应 的 方程 。 于 是 2’ 也 满足 (1)s 中 与 (ea,ep) 相 应 的 方 
程 ， 即 (f,e’ ) 满 足 对 ee 合格 的 条 件 1。 

由 以 上 验证 并 知 : 车 是 (Di 的 解 或 1 是 (1), 的 解 ， 则 
(8,7,"1 ) 还 具有 以 下 性 质 。 

性 质 (6〉 对 任 一 不 同 于 e 的 外 楼 eg， 有 

Bap = Tp=0, 

因而 es 的 两 端 在 g 下 必 位 于 Pe 的 同 侧 。 

我 们 称 从 (f,s) 依 据 嵌 入 调整 术 获 得 的 嵌入 g 以 及 任 一 数 
组 全 = (9) 对 ex 简单 合格 ， 如 果 兴 对 es 合格 且 满 足 前 面 性 
质 (1)，(2) 与 (6)， 特 别 是 在 e 满足 方程 组 (LI) 时 ,内 入 8 以 
及 由 诸 规则 (1“ ) 一 (4  ) 所 得 数组 对 es 简单 合格 。 

术 文中 满足 (I)f 时 (f,2) 对 en 合格 这 一 部 分 已 验证 完 
毕 。 其 次 ， 需 再 验证 在 满足 (I)f 时 /也 满足 (I)f。 或 只 需 
再 验证 在 ?满足 (ID)* 时 你 也 满足 (ID)o， 即 对 任 两 外 棱 ee，ey， 
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7 必 满 足 (I)s 中 与 (ep,ey) 相 应 的 方程 。 

在 eg，ey 中 有 一 为 es 时， 已 知 这 一 绪论 成 立 , 故 可 设 ep， 
ey 都 不 同 于 eo。 以 下 就 各 种 不 同情 形 分 别 讨论 之 。 

(1) 设 eg，e 中 有 一 ， 例 如 eg， 其 歧 点 w 不 在 Po 上 也 
不 在 P,。 上 。 命 ep 的 两 端 为 b 与 5:ep=Pb’, 而 c 为 T 的 任 
一 不 同 于 b,b’ 的 自由 端 ， 则 当 Pe 不 经 过 v6 时， 显然 有 

oe = More, Me = Moreo 
当 P。 经 过 Vp 时 ，b,b’,c 必 都 在 Pa 同 侧 ， 故 由 关于 (8 ) 
的 性 质 3 有 

Me = Mees Mre = Torco 
不 论 何 时 都 有 .= mpe， 因 而 

Toy = Neyo 

由 于 满足 (1) 中 与 (eyey) 相 应 的 方程 ， 即 有 8gpy=?py， 故 
gp =qp， 即 兴 也 满足 (I)s 中 与 (esy,ey) 相 应 的 方程 。 

(2) 设 ee，e 中 有 一 ， 例 如 ee， 其 两 端 bp，b 在 g 下 与 树 
根 O 都 位 于 Pe 的 同 侧 ， 则 当 e 的 两 端 c，c' 在 5 下 与 0 位 于 
Pa 的 同 侧 时 ， 由 (g,7,9/ ) 的 性 质 3 有 

Me = Toes Mer = Noer, Me = Norey Mrer = Norers 
故 mr =?er。 与 (1) 相 同 ， 知 你 满足 (De 中 与 (epyer) 相 应 的 方 
程 。 反 之 ， 当 c, c/ 在 g 下 与 0 位 于 Pe 的 异 侧 时 , 由 关于 
(g,7,7 ) 的 性 质 (2)， 有 

Me = Mer = Wre = Mrer = 0 
因而 %,=0。 另 一 方面 ， 又 显然 有 gpr =0， 才 gpr = 1,( = 0)， 
即 你 仍 满足 (IT)s 中 与 (ep,er) 相 应 的 方程 。 

(3) 设 es，er 诸 端点 在 5 下 都 位 于 Ps 的 与 0 不 同 的 一 

侦 ， 且 Pp，P; 的 歧 点 都 在 Pe 上 ,又 设 歧 点 之 一 ， 例 如 96 关 V4。 
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命 @g = 的 ' ,er = Cc , 易 见 或 
Mee = Moes More = Mores 
或 
Mos = Mrey Moe = Mores 
因而 不 论 何 时 都 有 .=7pe。 同 样 伯 =per， 故 y= 人 pr。 与 
(1) 相 同 ， 知 水 仍 满足 (ID)。 中 与 (ep,er) 相 应 的 方程 。 
(4) 最 后 设 ez= 的 ' ,er = cc/ 的 诸 端点 在 5 下 仍 位 于 Ps 的 
与 0 不 同 的 一 侧 ， 但 Pp，P; 的 歧 点 都 在 ve 处 :0p=9r= va。 车 
自 b,c 至 0 的 通道 首次 相遇 的 顶点 不 在 ve 处 , 则 由 关于 
(8,11,7 ) 的 性 质 (1)，(4)， 有 
Me = Moe More = Mss Nore = Mobro 
因而 有 
Me + Myre + Mss = Moc + Nore t+ Nobro 
自 b*,c 至 0 的 通道 首次 相遇 的 顶点 不 在 vs 时 也 同样 。 若 自 
b,c 至 O 以 及 自 b*,c 至 O 的 通道 首次 相遇 的 顶点 都 是 ve， 则 
由 性 质 5, 仍 得 上 式 。 同 样 不 论 何 时 都 有 
Tes + Mrer + Myr = Mocs + Nores + Nobso 
二 式 相 加 即 得 
从 pr 一 1pro 
于 是 与 (1) 同 样 知人 Y 仍 满足 (I) 中 与 (esyer) 相 应 的 方程 。 
至 此 ， 已 知 在 各 种 情形 下 你 = (Wi;) 都 满足 (1)s 中 所 有 方 
程 ， 调 整 术 验 证 完毕 。 
5。 线 图 谋 入 第 三 基本 定理 
问题 上 节 数 组 调整 术 给 出 了 从 任 一 (了 :的 解答 2 = (es) 改 
变 成 对 一 固定 外 楼 es 合格 解 的 方法 。 在 应 用 第 一 节 中 的 方法 
从 e 获得 同时 满足 (Df，(II)7 的 解答 时 ， 关 键 的 一 点 在 于 诸 
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外 校 需 排列 成 一 适当 次 序 ， 使 依 调整 术 逐 次 改变 数组 时 ， 对 先 
前 诸 楼 的 合格 性 不 致 因 新 的 改变 而 丧失 。 试 求 这 种 能 符合 要 求 
的 适当 排列 次 序 。 

剖析 ”为 求 得 适当 的 外 校 排列 次 序 ， 需 先 就 对 两 个 外 棱 处 
于 较 简 单 关系 的 情况 下 ， 调 整 对 合格 性 的 影响 并 进行 较 细 致 的 
分 析 。 为 此 考虑 外 楼 ex,es, 与 Pz，Pp 的 歧 点 ve。，vp。 假设 下 
两 条 件 能 满足 ， 

(1) va 在 通道 Pw 上 。 

(2) Pg 与 Pe 至 少 有 一 树 楼 公共 。 

今 设 已 知 嵌入 8:TC 平 面 与 (ID)o 的 解 9= (mJ) 对 ex 简单 
合格 ， 试 考虑 依 调整 术 


(8,DSh, 6)— hh,6’) 
ep ep 


以 获得 对 es 简单 合格 的 蔡 入 ja:TC 平 面 与 数组 上 = (E84) 时 对 
ea 合格 性 的 影响 。 

由 于 Pe，Ps 至 少 有 一 树 棱 公共 ， 且 (8g,m) 对 ec 简单 合格 ， 
可 知 依据 嵌入 调整 术 以 获得 hh 时 ， 交 换 8 下 Ps 上 以 wp 为 前 端 
的 两 树枝 位 置 这 一 步 是 不 必要 的 。 

以 下 将 对 嵌入 与 数组 的 各 改变 步骤 逐一 检查 ， 注 意 只 有 下 
面 两 种 改变 可 能 引起 展 失 对 es 的 合格 性 ， 

(1) 顶点 w 在 Pa 或 Pu 上 ， 树 棱 妇 以 凡 为 前 端 而 不 在 Pu 
或 P,。 上 ， 由 8 调整 为 h 时 , 妇 在 8g 下 对 Pe 或 Pw。 所 位 侧 向 
的 改变 。 

(2) 顶点 Ww 在 Pa 上 ， 树 棱 二 ， 与 以 为 前 端 由 6 调整 
为 6 时 ，25 的 改变 。 

下 面 检查 这 两 种 改变 的 影响 。 
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(1)” 因 (8,9) 已 对 es 简单 合格 ， 故 对 前 端 在 Pe 或 Pu 上 
的 任 一 树 棱 女 ， 太 在 8 下 位 于 Ps 的 某 一 侧 时 ,在 h 下 仍 将 保 
持 在 这 一 侧 。 

(2)′” 从 上 节 数 据 调整 术 的 注 析 中 ， 关 于 (8g,7,") 的 性 质 
6 已 知 ep 的 两 端 在 8 下 ， 因 而 也 在 h 下 , 必须 位 于 Ps 的 同 
侧 。 又 知 (g,) 对 es 简单 合格 ， 故 对 前 端 w 同 在 P。 上 的 任 两 
树 棱 二， 访 ， 在 必须 改变 6 为 6j=6ij+1 时 ， 应 有 : 

w= P。，Ps 公共 部 分 的 两 端 之 一 

ti， 右 与 ep 两 端 在 h 下 位 于 Pa 同 侧 ; 

， tj 在 hh 下 位 于 Ps 的 异 侧 ， 

6y=1。 . 

由 以 上 分 析 易 见 ， 所 得 (4h,6’ ) 不 仅 对 ep 简单 合格 ， 且 对 
ez 也 依然 保持 简单 合格 。 

同样 可 知 ， 设 ee，ep 如 前 ， 而 对 另 一 外 楼 er:，P; 的 歧 点 
不 在 Ps 上 而 原来 (8,7) 对 er 简单 合格 ， 则 (h,6' ) 也 依然 对 er 
简单 合格 。 

由 此 易 得 排列 诸 外 棱 的 一 种 合适 方法 ， 以 为 第 一 节 中 所 说 
改进 方法 之 用 。 

由 第 一 部 分 第 2 节 中 关于 线 图 G 的 限制 ， 可 将 庄 外 楼 es 
排 成 次 序 

ee ee et 
使 对 每 一 外 楼 ee，%>>1， 有 下 二 性 质 ， 

(1) Pa 至 少 与 B<e 的 某 一 Ps 有 一 树 棱 公 共 。 

(2) 若 外 棱 ep 的 歧 点 ww 在 Pu 上 且 闪 we， 则 ep 必 已 出 现 
于 e，ez，…，ec-l 中 。 

今 从 嵌入 f:TC 平 面 与 满足 (IT)f 的 解答 es= (ej) 出 发 ， 依 
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所 嵌入 调整 术 与 数组 调整 术 逐 步 改变 (fs) 为 ， 
(f,E)— > 81, ) ~ (Fe!), 


el1 


(8 一 (8 ,7) ~(f,e), 
ez 


(gi ND)— (8 YF) ~ (fr) 
er 


于 是 ， 最 后 所 得 2 同时 满足 (1):/，(11) 两 方程 组 。 

这 给 出 了 线 图 嵌入 第 二 基本 定理 的 又 一 证 明 ， 而 这 一 证 明 
不 仅 不 再 依赖 于 Kuratowski 嵌入 术 ， 而 且 由 于 每 一 8 都 系 在 
了 下 从 se:(e"= 引 依 数 据 调整 术 中 规则 (1) 一 (4 获得 ， 因 而 切 
实 可 行 ， 不 难 使 之 机 器 化 。 因 之 可 将 以 前 的 嵌入 术 加 强 成 下 面 
形式 。 

线 图 具体 嵌入 术 ( 第 三 基本 定理 ) 设 有 线 图 G， 最 大 树 形 工 
如 前 ， 任 作 嵌 入 f:TC 平 面 ， 设 2 = (8j) 是 方程 组 

(Ds Xap = fap 
的 任 一 解答 ， 则 可 将 诸 外 术 es 排列 成 一 适当 次 序 

Cis By i a OE 

并 可 作 数 组 

El=(€}), £2= (88), **, Er= (28), +, Et= (eb), 
使 每 一 2 在 f 下 对 e，…，es 都 合格 ， 且 er 从 (f,e"!) 依 数 
组 调整 术 中 诸 规 则 获得 (e? =e)。 特 别 有 : 数组 et = ($5) 不仅 
满足 (IT)f 且 同 时 满足 (11);/。 因 而 从 s 可 依 第 三 部 分 第 5 节 中 
线 图 嵌入 第 一 基本 定理 具体 作出 整个 线 图 G 的 嵌入 ， 

8:GC 平 面 。 
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五 、(〈 平 面 性 ) 线 图 嵌入 的 分 类 


1。 树 形 谈 入 的 扩充 
问题 在 第 二 部 分 第 5 节 的 嵌 树 术 中 ， 解 决 了 树 形 嵌 入 的 
分 类 问题 在 第 三 部 分 第 3 节 扩充 术 与 第 三 部 分 第 5 节 , 第 四 部 
分 第 7 节 的 线 图 嵌入 术 中 ， 解 决 了 一 个 线 图 G 的 最 大 树 形 了 应 
如 何 嵌 入 才 有 可 能 扩充 到 整个 线 图 G 的 嵌入 的 问题 。 但 是 ， 当 
已 有 内 入 g:T 忆 平面 并 知 g 可 扩充 为 G 的 嵌入 时 ， 这 种 扩充 的 
方法 仍 可 不 止 一 种 。 在 第 三 部 分 第 1 节 交 截 数 以 及 第 三 部 分 第 
6 节 诸 节 中 ， 已 有 例 说 明 此 事 ， 见 图 12 与 25。 这 些 事例 导致 
下 面 的 问题 ， 
设 8:TC 平 面 可 扩充 为 G 的 嵌入 ， 问 如 何 区 别 并 完全 定 出 
各 种 不 同 的 扩充 类 型 。 
剖析 已 有 嵌入 6:TC 平 面 而 要 扩充 到 某 一 外 楼 ce， 显然 
有 两 种 可 能 方法 , 视 嵌入 后 eeU Pu = Cs 含 树 根 于 其 内 部 或 外 部 
而 定 。 为 此 我 们 对 每 一 外 楼 ee 引入 一 模 2 数 un 以 表示 es 的 髓 
入 方式 ， 
让 eu 代入 后 使 树 根 在 C- 之 外 ， 
1，es 幅 入 后 使 树 根 在 Cs 之 内 。 
每 一 个 扩充 到 G 的 嵌入 都 有 一 确定 的 数组 (ua) 与 之 对 应 ， 
但 并 不 是 任意 一 个 数组 都 有 一 相应 的 扩充 。 例 如 在 图 26 的 例 
中 ( 树 根 位 于 右 ,之 间 ， 未 在 图 中 标 出 )，(w,wz,t) 所 能 取 的 
值 只 能 是 
(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1), (0,0,0) 
四 种 ， 而 不 能 取 另 外 的 四 种 。 其 原因 是 ， 当 一 外 楼 es 已 嵌 入 
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而 再 要 嵌入 另 一 外 棱 ep 时 ， 其 方式 可 能 有 两 种 ， 也 可 能 只 有 
一 种 。 例 如 图 26 中 ， 若 ei 已 嵌入 使 =1， 则 再 柑 入 ez 时 有 
两 种 方式 使 刀 =0 或 1， 其 次 在 et，ez 已 嵌入 使 媚 =1， 避 =1 
再 嵌入 es 时 可 有 两 种 方式 使 =0 或 1。 但 若 et，e 已 嵌入 
使 W=1，wWz=0， 则 再 嵌入 es 时 ， 只 能 再 有 一 种 方式 ， 即 ww 
= 0。 

这 说 明 对 任 两 外 楼 ee，es 来 说 ，va, zs 的 取 值 是 不 能 任 
意 的 ， 数 组 (te) 的 取 值 更 不 能 任意 。 由 此 可 知 ， 为 解决 原来 的 
问题 ， 首 先 应 求 得 对 任 两 外 楼 ee，e 来 说 ， 数 zu 与 up 之 间 的 
制约 关系 。 

为 此 ， 记 ex 的 两 端 为 4，4a’ ，ep 的 两 端 为 08，b’ 。 由 于 已 
知 8:TC 平 面 可 扩充 为 G 的 嵌入 ， 故 由 第 三 部 分 第 3 节 扩 充 术 
知 

Bap = 0。 
因而 若 ee 已 嵌入 平面 ， 则 b， 区 将 同 在 Ce = esU Pa 之 内 或 同 
在 其 外 。 同 样 ， 若 ep 已 嵌入 平面 ， 则 c，a' 也 将 同 在 Ce= ep 
U Ps 之 内 或 同 在 其 外 。 又 
gap=0 或 1 . 
视 a 与 树 根 在 8 下 位 于 Pa 同 侧 或 异 侧 而 定 。 在 8 扩充 至 es 后 ， 
则 视 是 否 同 在 Cs 之 内 外 或 一 在 内 而 另 一 在 外 而 定 。 故 其 值 与 
嵌入 8:TC 平 面 有 关 而 与 5 的 扩充 无 关 。 对 gw 亦 然 。 由 这 些 
几何 意义 可 知 ， 应 有 
BapBba = 0， 

即 gop，8gua 不 能 同时 为 1。 

今 任 将 8:TC 平 面 扩充 为 G 的 一 个 嵌入 ， 则 就 Cz:，Cp 以 
及 根 的 相互 内 外 位 置 关系 而 言 可 概 括 为 图 32 中 的 9 种 类 型 
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《实际 嵌入 都 可 归 入 这 些 类 型 之 中 ， 只 是 某 些 点 线 可 能 重合 ) 。 





罕 半 


对 于 这 些 不 同情 形 ，ws 等 所 取 的 值 可 列表 如 下 : 



































| | 
1 | 0 0 | 0 oo 
2 | Y 0 | 0 1 
3 | > 
We 
A ss 
6 | 1 1 | 0 1 
A SY i Es 
7 1 0 | 0 0 
Ee 
9 | 1 1 | 1 0 
数组 
(Uas Ug, Bap, Bba) 
所 能 取 的 不 同 组 值 为 %= 16。 但 由 于 
Bapgbva= 0， 


实际 上 所 能 取 的 组 值 只 有 12 个 。 在 此 12 个 组 值 中 ， 只 有 上 上 表 
所 示 的 9 个 解 为 某 一 嵌入 所 实现 ， 其 他 3 组 则 不 可 能 。 我 们 现 
在 的 目的 ， 在 寻 更 一 个 ze，ze，gopg，gte 间 的 代数 式 Y， 使 对 
上 表 中 9 种 情形 都 有 Y= 0， 而 对 其 他 三 种 情形 则 有 YY = 1。 这 
样 了 = 0 将 为 ee，ep 各 种 可 能 嵌入 的 制约 关系 。 

显然 了 不 能 取 为 ye，xp，gop，gie 间 的 一 次 式 。 为 对 符合 
要 求 的 各 种 二 次 式 进 行 尝试 ， 先 列 出 一 表 如 下 ， 
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一 

情 形 Ia us es Ua Ug Wagag Us gba 
1 | 0,0,0,0) | 40 0 0 
可 2 (1,0,0,1) 0 0 0 
3 C0,1,1,0) 0 0 0 
能 4 (0,1,0,0) | 0 0 0 
5 (0,010 | 0 0 0 
情 6 01,1,0,1) 1 0 1 
7 (1.0,0,0) 0 | 0 0 
形 | s | ooob | o | 。， 0 
| 3. | en | 1 | 1 0 
和 10 | 4,01,0) | 0 1 | 。 
能 1 (0,1,0,1) 9 0 1 
你 12 (1,1,0,0) 1 0 0 


由 上 表 可 见 ， 一 个 合适 的 代数 式 是 
Y = Waup + UaBap + UpBbao 
因此 ， 数 组 (ua) 相 应 于 一 真正 扩充 到 G 的 嵌入 的 必要 条 件 是 对 
任 两 外 楼 ee，ep 都 有 
WauUp + Uadap + Wpba = 0。 
容易 验证 ， 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 我 们 把 这 一 结论 表达 于 下 ， 
并 于 其 后 的 验证 中 证 实 这 一 结论 的 真实 性 。 
树 形 嵌入 扩充 分 类 术 设 8:TC 平 面 , 已 知 8 可 扩充 为 G 
的 嵌入 。 对 每 一 外 楼 ez， 引入 一 ( 模 2) 未 知 数 ye， 则 扩充 为 G 
的 嵌入 的 不 同方 式 与 下 述 ( 模 2) 方 程 组 (a 是 es 的 任 一 端 ,b 是 
es 的 任 一 端 ) : 
(Y)o Yap(8g) = 0 
的 不 同 ( 模 2) 解 答 (?e) = (ta) 祖 对 应 ， 其 中 
Yap(8) = ycyp + YaBap + VpBbao 
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验证 在 “前 析 ? 中 已 说 明 每 一 扩充 到 G 的 嵌入 必 相 应 于 

(Y)e 的 一 组 解答 ， 反 之 ， 设 
(yz) = (Ua) 

是 (Y)。 的 一 组 解答 ， 试 用 归纳 法 验证 必 有 一 扩充 到 G 的 嵌入 
与 之 相应 如 下 。 

将 G 的 外 楼 任意 排 成 一 次 序 e，e，…，er， 设 已 将 
g:TC 平 面 扩充 为 一 舱 入 

gE:TUeU…UerC 平 面 。 


使 
up= 次 0E(Co)，8=1，…，K。 
试 考虑 
ea= ekslo 
按 (Y)s,， 有 
Ua(Ug + Bap) = qvaup, B=1, .…, ko 
车 对 每 一 B=1，…，, kk 都 有 
ug+ gap= 0， 
亦 即 
次 .8 (Cp) = 0， 


由 此 知 es 的 任 一 端 4， 因 而 两 端 4?，a’ 都 在 诸 E(Cp) 之 外 。 因 
而 可 有 两 种 方式 扩充 为 es 的 嵌入 。 我 们 可 选取 有 (ec) 使 
次 og (Ca) = 给 定 的 ws。 
其 次 ， 设 在 B=1，…, 中 至 少 有 一 ， 设 为 Bop， 使 
Ugo + gop = 1, 
则 仍 按 (Y)* 有 
Ua = gbclpoo 
由 于 已 给 Ws。 而 go 由 8:TC 平 面 完 全 确定 ， 故 由 上 式 知 ， 
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九 已 由 g 及 其 扩充 丰 :TU elU… U er 平面 唯一 确定 。 因 已 知 
gop= 0，8=1，…，Kk， 故 知 蔷 必 可 扩充 至 ec， 且 知 扩充 所 得 
的 数 
次 o8 (Co) 
只 能 是 上 面 唯一 确定 的 wz。 
因 之 ， 由 归纳 法 知 ， 必 有 扩充 
:GC 平面 
使 诸 外 楼 es 所 定数 组 
(次 o8 (Ce)》 
即 为 方程 组 (Y)。 预先 给 定 的 解答 (ka) 。 至 此 验证 完毕 。 
2。( 平 面 性 ) 线 图 嵌入 的 分 类 (第 四 基本 定理 ) 
问题 上 面 树 形 插入 扩充 分 类 术 是 对 一 确定 且 已 知 可 扩充 
到 G 的 嵌入 g:TC 平 面 而 言 。 试 对 任意 已 知 可 扩充 到 G 的 嵌入 
f:TC 平 面 作出 相应 的 结论 。 
剖析 对 于 任 一 般 入 f:TC 平 面 ， 由 第 三 部 分 第 5 节 与 第 
四 部 分 第 5 节 中 的 线 图 嵌入 术 ( 第 一 ， 第 三 基本 定理 ) 知 ，f 能 
否 改变 为 8g:TC 平 面 使 8 可 扩充 为 G 的 嵌入 系 由 方程 组 
(Ds Xap = fag, 
《II)7 Qir(f,x) = 1， 
所 定 ， 且 这 样 的 嵌入 8g:TC 平 面 与 方程 组 (ID)f，(II)7 的 解答 
(X17) = (2i1) 
相对 应 ， 使 
Bij= fii+ Eijo 
对 于 一 个 确定 的 、 可 扩充 至 G 的 嵌入 8:TC 平 面 ， 亦 即 对 于 一 
组 确定 的 (I)f。(II)f 的 解答 (Xi) = (83)，8g 扩充 到 整个 G 的 可 
能 的 嵌入 依 树 形 嵌入 扩充 分 类 术 又 与 方程 组 
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(Y)o Yee(8) =0 
的 解答 相对 应 ， 而 Yes(8g) 中 
qa = fag + E08, 
Goa= foat Ebao 
由 此 得 下 述 结论 : 
线 图 嵌入 分 类 术 ( 第 四 基本 定理 ) 任 作 f:TC 平 面 , 则 G 
可 媒 入 平面 的 类 型 与 下 方程 组 (ID)f，(II)7，(III)7 的 解答 数 相 
对 应 ， 
(Ds Xag = fago 
(II)7 Xi t+ Fi) ig + ir) 十 (Xi 十 所 ED)CXii 二 站) 
+ (Xki+ fri) (Xxi + fx) = 1o 
(III)f ~ Yaypt (Xag+ fag)Yat (Xoat foa) Ys= 0 


总 结 


在 上 面 五 部 分 中 ， 对 布线 诸 问题 的 解决 作 了 详细 说 明 。 现 
将 所 用 方法 与 所 得 结论 重新 概述 如 下 。 
首先 在 已 给 线 图 G 中 任 选 一 最 大 树 T 并 添加 一 树 根 O 。G 
限制 如 第 一 部 分 第 1 节 中 所 说 ， 且 G，T 已 改造 如 第 二 部 分 第 
2 节 中 所 示 。 
将 了 任意 嵌入 平面 ， 嵌 入 方式 记 为 了 ， 即 作 
f:TC 平 面 , 
于 是 对 任 两 以 同一 顶点 为 前 端的 树 棱 肆 ，， 依 下 妇 , 古 旋 向 
的 顺 反 可 定 一 模 2 数 
fi= fit+1o 
又 任意 扩充 f 为 一 相对 于 了 的 浸入 
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天 G<C 平 面 ， 
则 对 每 两 外 棱 ec，er， 由 于 下 ee，es 的 交 截 情况 可 定 一 与 
充 了 无 关 的 模 2 数 
fag= fsas 
在 数组 (fos) 与 (fij) 间 有 基本 关系 式 
fas= favt+ fobr + farv+ op 
此 处 aa= 0a' ，es= 卫 ,而 fo 等 由 fy 等 确定 如 第 三 部 分 第 4 
节 中 所 示 。 
原来 工 的 嵌入 了 一 般 不 可 能 扩充 到 整个 G， 而 需 先 将 了 变 
为 另 一 了 的 嵌入 
g:TC 平 面 
始 有 此 可 能 。 又 在 能 扩充 为 G 的 嵌入 时 ， 每 一 外 棱 ee 在 典 入 
后 与 树 形 是 否 共同 包含 树 根 O 于 其 内 部 又 有 两 种 可 能 情况 。 为 
此 ， 我 们 引入 两 个 模 2 未 知 数组 
《Xj) 与 (Ya)， 
其 中 xj = xi 描述 以 同一 顶点 为 前 端的 两 树 楼 妇 , 在 1 下 的 
旋 向 是 否 需 要 改变 ， 而 ys 则 描述 外 楼 es 嵌入 后 是 否 应 与 树 形 
共同 包含 根 O 于 其 内 部 。 
我 们 确定 了 三 组 方程 
(Ds Xag = fago 
(II)7 (Kij + fi7) Kik + Fig) 十 (XIE 十 于 DCXH 十 下 
+ (Xkit+ fi) (Xkj+ Fri) = 1 
(III) ~ Yayst+ (Xag+ fag)Yat (Xoat f5a)Yg= 0。 
这 些 方程 的 几何 意义 分 别 如 下 : 
方程 (IT); 代表 将 庆 TC 平 面 改 为 另 一 了 的 嵌入 时 旋 向 的 
改变 值 (x;j) 必 须 满足 的 制约 关系 。 方 程 (ID); 代表 将 f 依 (xij) 改 
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变 为 另 一 了 的 嵌入 后 ， 可 扩充 至 外 棱 ee，es， 使 在 此 嵌入 下 不 
相遇 的 条 件 。 方 程 (IIDy 则 代表 f 已 依 (x) 改 变 为 另 一 骨 入 
后 ， 为 扩充 至 G 诸 外 棱 在 嵌入 下 必须 遵守 的 相互 缠绕 的 制约 关 
系 。 

我 们 获得 的 结果 如 下 : 

(1) G 可 嵌入 的 充 要 条 件 是 方程 组 (I)f 有 解 一 一 第 二 基本 
定理 。 

《2) 方程 组 (I); 有 解 时 ， 联 立 的 方程 组 (I)/，(I1)y 也 有 
解 ， 且 从 (I); 的 解 可 依 确定 步骤 获得 (D)f，(II)7 的 解 一 一 第 
三 基本 定理 。 

《3) 可 以 扩充 到 整个 CG 的 不 同 嵌 入 g:TC 平 面 恰 与 (I)7， 
《II)7 的 不 同 解答 (xz) 相 对 应 一 一 第 一 基本 定理 。 

(4) G 的 所 有 不 同 嵌入 : 

8:GC 平 面 
恰 与 (ID)f，〈II)7，(III)7 联 立 方程 组 的 不 同 解答 
(xi yo) 

相对 应 一 一 第 四 基本 定理 。 

以 上 (1) 一 (4) 解 答 了 图 7 中 的 全 部 问题 ， 只 是 机 器 化 程序 
的 编 试 尚 待 进行 。 但 这 些 结果 都 通过 选取 一 最 大 树 T 以 及 任 择 
一 枉 入 f:TC 平 面 而 获得 ， 而 T 与 f 的 选取 都 带 有 极 大 的 任意 
性 。 为 此 ， 可 提出 下 述 问 题 ， 考 虑 一 种 由 G 本身 而 不 依赖 于 了 
与 了 的 选取 的 解决 方法 。 这 个 方法 可 由 本 书 的 未 代 类 理论 提 
供 。 按 从 G 可 作 一 、 二 维 模 2 示 嵌 类 22(G) 。 我 们 的 一 般 理论 


指出 
G 可 嵌入 平面 <>®*(G) -| 
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这 一 结果 称 为 线 图 嵌入 的 第 五 基本 定理 。 若 选择 一 最 大 树 了 与 
任意 嵌入 f:TC 平 面 ， 容 易 验 明 


ex(c) =0<->(ID)y 有 解 
ee a 








由 此 即 得 上 面 的 结果 (1)。 由 于 这 些 结论 是 纯 理 论 性 的 ， 与 本 
附录 宗旨 不 尽 相符 ， 故 论证 一 概 从 略 。 

附 记 (1977 年 12 月 )。 方 程 组 (1D); 的 每 一 个 方程 一 般 说 
来 可 以 有 4 个 含 未 知 数 的 项 。 最 近 数 学 所 的 刘 彦 佩 同志 证 明 ， 
若 适 当选 择 最 大 树 ， 可 使 (I); 的 每 一 方程 都 只 含 2 个 有 未 知 数 
的 项 。 这 使 判断 (I)f 有 解 与 否 也 即 G 能 否 嵌 入 平面 与 否 变 得 极 
为 简单 。 这 是 本 理论 的 一 个 重要 进展 。 刘 彦 佩 同志 的 论文 《 模 
2 规划 与 平面 嵌入 》 将 发 表 于 应 用 数学 学 报 。 
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集成 电路 设计 中 的 一 个 数学 问题 


35| 


ww 


集成 电路 的 设计 牵涉 到 线性 图 的 平面 性 即 是 否 可 在 平面 中 
拓扑 地 实现 的 问题 ， 这 个 问题 的 各 个 方面 可 用 图 1 来 概括 ， 






I 
平面 性 判 准 





图 1 


I 一 Y 的 几 个 方面 可 说 明 如 下 : 

I .平面 性 判 准 一 一 给 出 一 个 线性 图 是 否 有 平面 性 的 判 准 。 
这 样 的 判 准 早 在 三 十 年 代 就 已 给 出 ， 如 Kuratowski[4]，Wh- 
itney[5], MacLane[ 5] 等 。 其 中 Kuratowski 判 准 说 ,线性 图 G 
有 平面 性 的 充 要 条 件 是 ，G 不 含有 任何 下 面 两 类 子 图 形 之 一 : 

但 这 一 类 判 准 在 实用 上 有 困难 ， 例 如 图 3 是 非 平面 性 的 ， 
有 一 Kuratowski 子 图 形 如 粗 黑 线 所 示 ， 但 并 不 容易 找 出 : 

I .平面 性 算法 一 一 给 出 一 个 算法 ， 依 据 它 能 依照 确定 步 
又 来 判断 一 个 线性 图 是 否 有 平面 性 。 上 面 所 提 到 的 那些 判 准 都 
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不 足以 从 此 导出 一 个 算法 来 。 这 样 的 算法 直到 近 几 年 才 出 现 ， 
见 Auslander-Parter[1]， 与 Bader[2]。 

页 。 平面 化 一 一 原来 的 线性 图 是 非 平面 性 的 ， 但 在 除去 某 
些 棱 后 余下 的 线性 图 可 以 是 平面 性 的 。 这 种 手续 可 叫做 线性 图 
的 平面 化 。 

W 。 具 体 作 图 一 一 即使 线性 图 G 有 平面 性 或 已 平面 化 ， 也 
并 不 等 于 说 G 已 在 平面 上 画 出 ， 因 之 需要 有 一 个 将 G 在 平面 上 
具体 画 出 的 方法 。 

Y .机 器 化 一 一 由 于 所 考虑 到 的 线性 图 往往 是 很 复杂 的 ， 
即使 工 一 了 诸 问 题 在 原则 上 已 解决 也 难以 用 手 算 来 付 诸 实施 。 
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因 之 需要 程序 化 ， 使 工 一 了 各 问题 都 能 在 电子 计算 机 上 解决 。 
国外 对 这 些 问题 的 处 理 情况 如 下 ， 

Auslander-Parter 与 Bader (两 文 内 容 实质 上 是 相同 的) 
给 出 了 一 个 分 解 原来 线性 图 为 更 小 的 图 形 并 重复 进行 的 方法 来 
解决 问题 I 一 玉 ，EFisher-Wang[3] 更 依据 它 来 机 器 化 ， 但 是 
他 们 所 给 出 的 只 是 一 个 具体 进行 的 方法 而 缺少 理论 的 提炼 ， 而 
Kuratowski 等 则 虽 有 理论 却 不 能 实际 使 用 。 

我 们 对 这 些 问题 的 处 理 情况 如 下 : 

对 问题 1， 我 们 在 1954 年 以 来 所 创立 的 示 撒 类 理论 早 已 
提供 了 一 个 简单 的 判 准 。 这 个 判 准 容易 化 为 一 组 模 2 系数 的 线 
性 方程 组 的 可 解 性 问题 ， 在 这 组 方程 有 解 时 ， 根 据 它 的 解 即 可 
具体 作 图 。 这 给 出 了 问题 工 一 了 的 解答 ， 依 据 它 来 机 器 化 万 是 
一 个 纯粹 程序 设计 的 问题 ， 并 没有 什么 实质 性 的 困难 。 


二 、 线 性 图 的 平面 性 与 示 峰 类 


设 G 是 一 线性 图 ，G 的 顶点 的 集合 将 记 作 G%， 棱 的 集合 
记 作 G!。 我 们 将 作 下 述 假定 ， 这 对 GG 的 平面 性 的 考虑 不 产生 
影响 ， 

(1) 没有 两 端 是 同一 顶点 的 棱 。 

(2) 连接 G 中 任 两 顶点 的 棱 ， 至 多 只 有 一 条 。 

(3) G 是 连通 的 。 

记 G! 中 的 棱 为 e:，…，en， 指 数 集 {1,…,n} 记 作 I。 对 
于 一 切 无 序 指数 偶 (i, 让，ij,i,j EI， 我 们 将 分 成 两 部 分 DD 
与 N。 如 果 et，6 在 G 中 无 公共 顶点 ， 则 置 (i,i) ED, 否则 
置 (i,) EN。 
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对 称 约 化 积 
对 G 可 作 一 二 维 复 形 G*， 称 之 为 G 的 二 重 对 称 约 化 积 者 
如 次 ，G* 的 二 维 胞 腔 对 应 于 一 切 (i,7 力 ED， 记 作 ei*ej= ej*ei。 
G* 的 一 维 胞 腔 对 应 于 G 中 一 切 顶 点 v 与 酚 @ 的 偶合 ,而 ov 非 
ei 的 顶点 ， 记 之 为 w*ei= es*v。G* 的 0 维 胞 腔 对 应 于 G 中 一 切 
无 序 的 顶点 偶 (2,w)， 而 v 关 Ww， 记 之 为 0*w=w*v。 如 果 @; 的 
顶点 是 v1，vi2，@; 的 顶点 是 V4，921， 则 G* 中 的 ( 模 2) 边 
界 关 系 将 定义 为 : 
A eit*ej) = Vis* ej+ Vin* Cj+ Vi1*ei+ Vja* Ciy 
Eee = Vi 十 OV*Vi2, 
DCorwi)= 0。 
如 果 引 入 以 下 规定 ， 
ps (i,j) EN 时; v*@;=0,9 为 ei 端点 时 ; 0*v = 0， 


Dero = 也 aiei)*ej= Se 之 es), 


余 类 推 ， 则 以 上 边界 关系 亦 可 表 作 (ei*ej,v*ei,v*w EG*) 


[Cei*ej) = 9ei*ei+ ei*9ej, 
9(v*e;) = b+Deiy 


9(v*wW) = 0。 
或 对 偶 地 说 ， 
OCv*WwW) = Ov*W + 0*OW, 
fee = Ov*Ci, 
(ei*e;) = 0。 
浸入 与 嵌入 


以 R? 表 平面 。 映 象 1:G-~R 将 称 为 一 个 浸入 ， 记 为 1:G 
CR?， 如 果 以 下 条 件 满足 : 
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(1) 对 每 一 棱 e: EG!，f/ei 是 一 拓扑 映 象 。 

(2) 对 每 一 棱 e: EG!，f(e:) 除 原来 的 端点 外 ， 不 再 经 过 
其 他 顶点 的 象 。 

(3) 对 每 两 棱 e: 关 e;EG!，f(e,)，f(ej) 除 可 能 有 的 公共 
顶点 外 ， 至 多 “简单 相交 ”于 有 限 个 内 点 ， 即 每 一 交点 处 的 相 
交 指 数 为 1 ( 模 2 )。 

如 果 浸 入 了 对 每 两 棱 eejEG!,1(ei),f(ei) 至 多 在 可 能 
有 的 公共 顶点 处 相遇 ， 则 f 是 G 的 一 个 拓扑 映 象 。 此 时 了 将 称 
为 一 个 嵌入 ， 记 作 f:GCR?。 如 果 有 这 样 的 柑 入 存在 ， 则 G 称 
为 一 平面 图 形 ， 或 具有 平面 性 ， 记 作 GCR?。 

示人 贱 链 

所 有 的 链 ， 同 调 等 都 将 是 模 2 的 ， 在 以 下 不 再 说 明 。 

设 f:GCR? 是 一 个 浸入 。 对 了 引入 一 G* 中 的 二 维 上 闭 链 
91=9 如 下 。 对 任意 (六 ED， 命 

ii= ITCeiyei)y 
即 f(e:)，f(e;) 的 相交 指数 。 置 
p= 2 Puei*e。 


(ED 

显然 9 是 上 闭 链 ， 我 们 将 称 9 为 浸入 f 的 示 典 链 。9 之 不 等 于 
0 可 视 为 了 蜡 于 嵌入 的 一 个 测度 。 

定理 ”对 任意 浸入 #， 相 应 的 示 工 链 9 恒 属于 同一 个 上 同 
调 类 中 。 

证 设 1,g:CG<R'*， 相 应 的 示 媒 链 各 为 9= Zpiei*ei 与 纪 
= Ziei*ei。 需 证 p 一 加 

为 此 ， 先 设 对 任意 顶点 v2,f(v)=8(v),， 且 有 一 eeEG+， 
在 ei 关 e: 时 ，f 三 8/e:， 而 f(e:)，8(ei) 除 公共 端点 外 不 相遇 。 
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于 是 f(e:)，g(e) 构 成 一 R? 中 的 简单 闭 曲 线 C。 设 在 了 与 8 
下 象 在 C 内 部 的 顶点 为 901，… ,Vis。 试 证 


s 
9p= 引 + 了 ,Oversers (*+) 
了 一 于 


为 此 ， 先 设 六 Ki 关 K， 而 ( 力 ED, 则 显然 有 95 = 如, 而 (*) 
式 左 右 两 边 e*ei 的 系数 相等 。 今 设 (Kk,1) ED，, 而 er 两 端点 在 
fg 下 的 象 同 在 C 的 内 部 。 则 此 两 端点 将 为 we 与 vi4。 于 是 在 
(六 ) 式 右边 的 互 中 erxei 将 出 现 两 次 而 其 和 为 0。 其 次 f(e1) = 
8(e1) 与 C 将 简单 相交 于 偶数 次 ,因而 pu = ri。 故此 时 两 边 er*er 
的 系数 仍 相等 。 当 两 端点 在 f,g 下 的 象 同 在 C 外 部 时 亦 如 此 。 
最 后 设 两 端点 的 象 一 在 C 内 而 一 在 C 外 ， 在 内 者 设 为 wp。 则 
(*) 式 右边 中 exxei 的 项 将 出 现 一 次 。 又 此 时 f(e1) = g(el) 将 
与 C 简 单 相交 于 奇数 个 点 ， 因 而 pn = 如 :+1。 故 两 边 ei*el 的 
系数 仍 将 相等 。 因 而 〈*) 式 成 立 而 有 yp 一 加 

在 上 情形 中 f(ex) ,8(er) 除 公共 顶点 外 不 相遇 的 条 件 容易 
除去 。 盖 可 取 h:GCCR? 使 ei 关 e: 时 , h==f 二 8/e， 而 h(ex)， 
flexr) 以 及 h(ex),g(ex) 各 满足 上 述 条 件 。 命 及 的 示 霸 链 为 9, 则 
将 有 9~9 与 9~， 因 而 9p~y。 

次 设 对 任意 顶点 v 有 f(v) = g(v) 而 对 任意 两 棱 ee，eEG， 
(k 亦 可 =1)，f(er) 与 g(e/) 除 可 能 的 公共 端点 外 ， 只 简单 相交 
于 有 限 个 内 点 ， 即 在 每 点 的 相交 指数 为 1( 模 2)。 今 作 ho,…， 
ha:GCR? 如 下 。hx:GCR? 使 hr 在 e1,…,ex 上 与 1 相同 而 在 
Cr"…sen 上 与 8 相同 。 则 ho=g 而 hn 三 f。 记 hi 的 相应 示 操 
链 为 9:。 由 已 证 明 的 情 形 ， 应 有 Pr~grwnsk=0，1,*…,n 一 1。 
故 得 po 一 pn 即 9。 

若 对 任意 顶点 v 仍 有 fv) =g(v)。 则 总 可 作 一 浸入 h:G 
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<Rz 使 对 任意 顶点 w， 有 j(o) =f(v) = 8(0) ， 而 对 任意 两 楼 
ere@1EG'(k 亦 可 =1)，f(ex) 与 h(e1) 以 及 g(ex) 与 h(e) 除 可 能 
的 公共 端点 外 ， 只 简单 相交 于 有 限 个 内 点 ， 记 的 相应 示 嵌 链 
为 6， 则 应 有 9 一 9，4 一 6， 故 仍 有 9 一。 

最 后 ， 设 f,8 任意 。 命 为 R? 到 R* 上 的 一 个 拓扑 变 换 ， 
使 对 任意 项 点 2€EG", 有 hf(v) = g(9)。 记 hf 的 相应 示 丹 链 为 9， 
则 依 前 述 情 形 有 09~。 另 一 面 因 为 拓扑 变换 故 显 然 有 9~p9。 
因 之 仍 有 9 一 加 

至 此 定理 证 毕 。 

定义 ”定理 中 所 确定 的 上 同调 类 $ 将 称 为 G 的 示 代 类 。 

如 果 G 有 平面 性 而 f:GCR? 是 一 嵌入 ， 则 相应 于 了 的 示 
嵌 链 显 为 0。 因 而 可 得 下 述 。 

嵌入 定理 (必要 部 分 ) ”G 有 平面 性 的 一 个 必要 条 件 是 ，G 
的 示 髓 类 史 =0, 或 对 任意 淄 入 f:GCR?, 相应 的 示 典 链 
9 一 0。 

《 注 : 这 个 定理 中 的 条 件 不 仅 是 必要 的 ， 而 且 是 充分 的 ,但 
这 一 点 将 在 五 中 证 明 。) 


三 、G 的 平面 性 判 准 一 一 基本 
定理 与 基本 方程 组 


为 了 根据 嵌入 定理 以 确定 G 是 否 具有 平面 性 ， 试 记 G 中 顶 
点 的 集合 为 (V1,…,vm} =G?。 任 作 一 浸入 f:GCR?， 记 其 相应 
的 示 项 链 为 
p= Loijei* ej 
于 是 GCR? 的 一 个 必要 条 件 是 9~0 或 有 xi 存在 使 
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9 = Lxad(Vaxei), 
这 里 的 展开 于 一 切 使 v4 非 e 端点 的 指数 偶 ,i 上 ， 比 较 
两 边 eixej; 的 系数 ， 即 得 一 组 以 %; 为 未 知 数 的 模 2 线性 方程 
组 。 这 组 方程 可 解 是 G 有 平面 性 的 必要 条 件 ， 以 后 也 将 证 明 这 
些 条 件 是 充分 的 。 

这 个 判 准 的 原理 虽然 简单 ， 但 由 于 未 知 数 的 个 数 接 近 于 
mn， 方 程 的 个 数 接近 于 n?， 因 之 当 图 G 比 较 复 杂 ，m,n 相 当 
大 时 ， 这 个 判 准 事实 上 并 不 实用 ， 即 使 用 了 电子 计算 机 也 是 如 
此 ， 因 此 有 必要 简化 上 述 方程 组 使 之 即使 在 m,n 很 大 时 也 可 
以 通过 电子 计算 机 来 实现 。 这 是 以 下 的 目的 所 在 。 

最 大 树 

为 了 这 一 目的 ， 试 在 G 中 取 一 树 T， 通 过 G 的 所 有 顶点 。 
这 样 的 树 T 将 称 为 G 的 一 个 最 大 树 。 工 的 任 一 棱 将 称 为 一 个 节 
有 般 ， 顶 点 也 称 节 点 。 如 果 工 中 在 节点 04 处 只 有 一 个 节 段 , 则 内 
也 称 为 节 梢 。 

对 了 T 的 任 一 节 段 e，T 一 内 部 〈e) 分 成 两 个 分 支 ， 记 为 
Ci,Ci'。 命 如 为 所 有 eeEG':-T 的 集合 ， 这 里 ee 的 一 端 在 
Ci 中， 而 另 一 端 在 C1!" 中 。 又 对 任 一 楼 eeEG*-T', 在 T 中 将 
有 唯一 的 一 条 通路 从 ea 的 一 端 到 e; 的 另 一 端 ， 记 之 为 Fo。 置 

E;= >,e，(ecT')， 


eeri 


Po= De, (es€EC'-T'), 


eiE9a 


这 里 E;,Pa 都 是 G 中 的 〈 模 2) 上 链 。 于 是 显然 有 
Ca EL eiE Fao 
引 理 1 ”对 于 最 大 树 工 而 言 ，G 的 一 维 上 边缘 群 有 -- 组 基 
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底 由 以 下 各 上 边缘 所 构成 : 
@+ Ei, e€ET, 
证 对 eiET, 命 Ai (Ai?) 为 Ci (C1") 中 一 切 顶 点 的 集合 ， 
则 易 见 
@+t+E= D060 = D6, (1) 
SE 


rEAN’ 
故 每 一 e+ Ei 为 一 上 边缘 ， 且 不 同 的 ei+ Ei 恰 含 有 一 不 同 的 
eaET， 故 这 些 ei+ E; 是 线性 独立 的 。 

另 一 面 ， 对 任 一 G 的 顶点 v, 设 6@i,ei，,…，er 是 T 中 在 v 
处 的 节 段 全 体 。 命 C7/ 为 了 -内 部 (e;) 中 含有 vw 的 分 支 , 而 
Cj 为 7 -内 部 〈eis) 中 不 含 " 的 那 一 分 支 。 则 由 《1) 式 有 

0,= (Co+BD)+S (ei+ Ei), 


3 1 


故 任 一 上 边缘 可 表 为 形 如 e+ Ei 的 上 边缘 之 和 。 由 此 引 理 得 
证 。 

( 注 , 上 述 引 理事 实 上 是 已 知 的 ,在 电网 络 理论 中 ei+ Ei 蚌 
一 割 集 (cut set)， 参阅 S.Seshu-N。Balanian,Linear Net- 
work Analysis，1959， 页 70 一 71) 

引 理 2  G* 的 二 维 上 边缘 群 有 以 下 一 组 生成 元 ， 

人 Ei)*(e+E;), ei,e€ET', (i,j))EDUN, 

(ei+ Bi)*es, ei€ET', eon€EG'—T', (i,a)EDUN, 

证 命 v 为 G 的 任 一 顶点 ，e 为 G 的 任 一 楼 , 而 v 非 e 的 
顶点 ， 则 G* 的 二 维 上 边缘 群 由 诸 6(v*e)= 6v*e 所 生成 。 因 GG 
的 一 维 上 链 群 有 一 组 基 由 诸 ai ET 与 eeEG' 一 T 所 构成 ， 故 
也 有 一 组 基 由 诸 e;+ Ei 与 es 所 构成 。 另 一 面 由 引 理 1,0v 又 可 
表 为 诸 e+ Ei，iET 的 线性 和 ， 故 得 本 引 理 。 
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定义 对 最 大 树 了 而 言 ， 一 个 浸入 天 G<CR: 将 称 为 一 个 T 
-浸入 ， 如 果 (1) :TCR?，(2) 对 任意 61ET' 与 ee EG'-T'， 
f(ei) 与 (eo) 至 多 在 公共 端点 处 相遇 。 

引 理 3 ” 设 7? 是 T 在 G 中 的 一 个 邻 域 ， 则 一 个 T- 淄 入 了 
的 示 贬 链 由 1/T 所 完全 决定 。 换 言 之 , 若 ,8 是 两 个 了 -浸入 ， 
而 1/7=g8/T， 则 gf= 9o。 

证 车 ei,ejET':,， es EG' -TT'!， 而 (i, 门 ,(i,0)ED， 则 gp! 
(Ci#€j) = a( Ei#ej) = 0，9f(eikea) = 9o(ei*ea) = 0。 今 设 eeyepE 
G’'-T'，(a,B) ED。 于 是 了 (era)，f(F4) 构 成 一 简单 闲 曲 线 C。 
记 ep 的 两 端 为 oa， 则 了 f(a)=8(a)，f(a)=8(a)。 在 ep 
内 部 取 两 点 a/ ，as' ET 充分 接近 于 a:，4;。 则 视 ol ，as” 同 
在 C 之 内 或 外 或 一 在 C 内 一 在 C 外 ， 相 交 系 数 TI(f(ep),f(en)) 
与 IC8(ep)，f(ez)) 将 同 为 0 或 同 为 1。 同样， 相交 系数 IC8 
(ep)，f(ea)) 与 IC8(ep)，8(e)) 亦 同 为 0 或 1。 故 

T(f(ep)，f(eo))=T(8(ep)，8(es)) 
或 
gj(earep) = 9g(eayep)。 
因而 9 = ps， 如 所 欲 证 。 

基本 定理 I (必要 部 分 ”G 有 平面 性 的 一 :个 必要 条 件 是 ， 

对 最 大 树 了 而 言 ， 下 述 方程 组 有 解 ， 
Toxij + DiXia + DaXig = Paps 
(ianyeD: €,68EG'—T', 


(1) 


其 中 ， 
g = Zg。pennes 为 相应 于 某 一 T- 浸 入 的 示 媒 链 。 
展开 于 一 切 无 序 指数 偶 (i,j)) EN,， ei€ 98，ejEF ,之 
上 而 xf = xjie 
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丈 展开 于 使 (ic) EN，e; EY8 的 一 切 指数 i 上 。 

,展开 于 使 (i,B) EN，eiE€ 居 。 的 一 切 指数 i 上。 

附注 方程 组 (1》 将 称 为 G 对 最 大 树 T( 以 及 某 一 T- 漫 
入 ) 而 言 的 基本 方程 组 。 诸 xj=xii((i,j) EN，ei,ejET') 与 
xa((ix)EN，ecT ，ecEG 一 T) 将 称 为 基本 变数 。 

证 ” 依 撕 入 定理 ，GCR: 的 一 个 必要 条 件 为 9~0， 这 里 

p= opeo*ep 
为 相应 于 某 一 T- 淄 入 f:GCR?，f:TCR? 的 示 典 链 。 由 引 理 2， 
这 个 必要 条 件 成 为 : 对 (i, 站 ，(i,4) EDUN, ei, ej€T', es€ 
G'-T!， 有 模 2 数 Xxij=%i 与, 存在， 使 
p= Exij(ei+ Ei)*(e€i+ Ej) + ZYis(Ci+ Ei)*e,。 (2) 

比较 两 边 ei*ej，ei*e。， 与 ea*ep(e@i, ejET' eepEG —T!, (i, 
站 ，(i,a)，(Q,B) ED) 的 系数 ， 得 : 


Xxi=0, (i,j) ED, © 
Ya= > xi= DZ xj, (i,4) ED, ©@ 
eaE3i eE7a 


pap = TD Vint DYip+ BD xij (a,B) ED。 @ 
«jesp ea Ee 


今 对 (i,0a) EN，e:ET'，es EG' 一 T' 引入 Xia 使 


Yia = Do Xij+ Kias (i,a) EN。, @ 


ejiE9a 


于 是 对 (2,B) ED，ea，ep EG' -T 应 用 @，@，@@， 即 得 
pp=D, Di xjt Dx 


eeE peiEya ER 
人 让 EN 《CaEN 
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十 > > Xij+ > Xip 
eiEya eic eicya 
‘iDEN 《EDDEN 


或 
Pap= DB) Kit DXiat+ Dxis, (a, B)ED, © 


显然 方程 组 人 有 人 解 时 ， 方 程 组 一 @ 亦 即 (2) 有 解 。 故 G 
SR 的 一 个 必要 条 件 为 方程 组 @@ 有 解 。 但 @ 式 亦 即 〈I) 式 ， 
故 定理 得 证 。 


四 、 基 本 方程 组 的 分 析 与 简化 


方程 组 ( 1 ) 的 分 析 
设 eo，esEG'-T，(c8)ED。( 工 ) 中 与 (eeep) 相应 的 
方程 为 : 


DS Kjt BD) Kat Dip = Pap, 


ii 有 sie ci eza 
ia CEN 《78)EN 
GDen 
或 简写 为 : 
Eot+ E+ ZL2= Pago (I) 


就 与 94 的 相对 关系 ， 可 分 三 种 情形 。 
情形 1 2。，.9p 不 相遇 。 
此 时 Zo, Zi,Z2 都 =0。 由 于 此 时 9op 必 为 0， 故 相 应 的 方 
程 必 为 0 = 0， 方 程 是 不 足 道 的 。 
232 


情形 2 2。。，.2p 有 一 顶点 v 公共 。 
此 时 设 FeU {ea} 在 o 的 两 个 节 段 为 eo,es (规定 在 es bv 
为 一 端点 时 ,es,es 中 有 一 例如 es 即 作 为 eo)。 同样 设 FpU {ep} 
在 %v 的 两 个 节 段 为 e;,e。 (规定 在 es 以 o 为 一 端点 时 ， erye: 中 
有 一 例如 e: 即 作为 eg)。 
若 eo,ep 都 不 以 ov 为 端点 《 见 图 4)、 则 
To= Xar + Xas + Xbr + Xpsy 
Zi=zZ=0。 
故 相 应 的 方程 为 


Xar + Xas + Xr + Xps = apo (1)’ 





车 ep 以 9 为 端点 (因而 es 不 再 以 
9 为 端点 )， 则 ( 见 图 5 ) 
Eo = Xar + Xors Z1 = 0, 
Ds = Xag + Xop = Xas + Xoso 
故 相应 的 方程 仍 如 上 述 形式 。 
在 ee 以 "为 端点 时 亦 然 。 
情形 5 Fs，Fp 有 一 以 顶 
点 v,w 为 两 端的 道路 多 STA 公 
共 。 图 5 
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设 罗 在 ww 处 的 节 段 为 ee,e: (ec 也 可 与 e 相同 )， FoU 
{es} 在 vo 处 的 节 段 除 ee 外 设 为 ee 〈 规 定 在 ea 以 ”为 端点 时 ea 
即 作为 ee)， 在 w 处 的 节 段 除 e 外 设 为 e (规定 在 es 以 w 为 
端点 时 er 即 作 为 eo)。 同 样 ，FgU {ep} 在 v,w 处 的 节 段 除 ec， 
e: 外 设 为 eo,es (规定 在 ep 以 ov 或 w 为 端点 时 es 或 6 亦 即 为 
ep)。 

车 ees 都 不 以 ww 为 端点 ( 见 图 6)， 则 


Eo= Xrs + Xrt + Xst + Xab + Xac + Xbey 


5 = ZE,= 0 
故 相应 的 方程 为 
Xrs + Xrt + Xst + Xab + Xac + Xbc = Papo (1)” 





其 次 ， 若 ep 以 o,w 为 端点 (因而 ee 不 能 以 0,w 为 端点 )， 
则 ( 见 图 7) 
Do= Xrt t+ Xac, DT) = 0, 
Ey = Xrp + Xtp + Xap + Xeg 
= Xrs + Xst + Xab + Xbco 
因而 相应 方程 仍 如 上 式 ( I )”。 
同样 ， 若 e. 以。 为 端点 ， : 
8 以 w 为 端点 《 见 图 8 )， 则 图 7 
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Do= Xrt + Xocs 
E1 = Xba + Xeca = Xab + Xacy 
Ey = Xr + Xt = Xrs + Xsty 


方程 仍 如 (1 )”。 





图 8 图 9 
最 后 ,车 ep 以 "为 端点 ,而 6。 不 以 9,w 为 端点 ( 见 图 9), 则 
Eo = Xrs + Xrt + Xst + Xacy 
1= 0, 
TE, = Xap + Xep = Xab + Xocy 
方程 仍 如 (I )”。 
其 余 情形 可 从 以 上 情形 互 易 e。,ep 或 2,w 而 得 出 。 所 得 方 
程 恒 如 (IT)”。 
总 结 起 来 ， 得 
命题 方程 组 (I ) 的 每 一 方程 ， 除 不 足 道 者 ( 作 0=0 形 
式 ) 外 ， 必 如 形式 
Xar + Xas + Xor + Xos = pop C1)’ 
或 
Xrs + Xrt + Xst + Kab + Xac + Xbe = Papo C1)” 


为 了 显 溪 起 见 ， 特 将 各 种 情形 列表 如 下 《两 种 情形 可 从 对 
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易 例如 将 es,es 或 ww 对 易 而 得 出 者 不 同时 并 列 )， 
























方 
情形 zo Zi Ba 
3 
I 0 0 0 0=0 
eb 
ee 
7 i | 
总 6 XartXas v 
起 +Xbr +Xbs 
| 
I Ea ds se 
| Xapgt+Xbp 
XartXbr 0 
=Xaor 
+Xbs 
1 
rs txrst+ 
0 0 CE 
Xst+Xabt 
jac txoe 

















( 续 》 





| 方 程 
情形 Za Z1 Zl | 形式 
| 
< > jx 
\ | | +xap+ 
Pr | Xr etXac 0 | 
XCB=Xrs 
Ter ee 
Ss a +Xsst 
€:=eg=es | cab txbe 





C1)” 
Xeo=|xr5s+Xip 
| Xrt +Xbe 





























树 根 与 多 余 变 数 

为 了 将 平面 图 具体 作出 ， 须 要 进一步 将 方程 简化 。 为 此 引 
入 一 些 概念 如 下 。 

在 最 大 树 了 中 任 取 一 个 节 梢 0， 称 之 为 树 根 。 对 任 一 顶点 
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VEG" =T"， 在 了 中 有 一 唯一 的 通道 连接 w 与 0, 称 为 到 ，" 的 干 
道 ， 记 之 为 Fo。 设 e 是 ,上 在 "处 的 节 段 ， 则 对 任 一 在 v 处 
的 棱 ee ECG ，xi 将 称 为 一 多 余 变 数 。 对 在 v 处 而 不 同 于 ei 的 
棱 eyerEG'， 当 eer 都 EG'-T 太 时 ，xix 称 补充 变数 ,否则 
%it 称 主 要 变数 。 此 外 ， 对 一 T- 浸 入 f， 除 相应 示 插 链 
P= Zpopec*ep 

中 出 现 的 一 组 系数 pop((c,8)ED，eoerEG'-T') 者 外 ， 对 
有 一 个 顶点 公共 的 ee,ep EG' 一 T', 我 们 也 将 定义 pp 为 f(e,)， 
fep) 除 去 在 公共 端点 外 的 交点 数 。 

扩充 方程 组 

原来 基本 方程 组 (了 )( 或 (I 工 )"，( 1 )”) 中 出 现 的 变数 xby 
都 是 主要 变数 或 多 余 变 政 。 今 设 e.,ep EG'-T!' 而 e。,ep 有 一 公 
共 顶 点 v。 此 时 多 ,与 史 p 可 只 相遇 于 ，" 亦 可 有 一 两 端 为 ww 
的 通路 兄 公 共 。 在 第 一 情形 〈 见 图 10) 令 F。 中 在 处 的 节 段 
为 eo, 兄 8 中 在 "处 的 节 段 为 ee， 又 置 ee= ee，er= ep， 此 时 我 
们 将 引入 方程 


ClTYs Xar + Xas + Xor + bs = Papo 


ee=eo .~~ 





Ph 二 ep 


图 10 图 11 


其 次 在 第 二 情形 〈 见 图 11)， 我 们 将 设 上 在 ww 处 的 节 
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段 各 为 ec,e:， 在 多。 上 w 处 不 同 于 e: 的 节 段 为 er， 而 在 9p 
上 w 处 不 同 于 e 的 节 段 为 e。 在 ,或 ep 以 w 为 端点 时 ， 则 置 
er= Ca 或 es=ep。 又 置 ee= es,eb= ep。 此 时 将 引入 方程 
C1)o” Xrs + Xrt + Xst + Xab + Xac + Xoc = gopo 
由 于 这 些 方程 与 原来 的 基本 方程 ( 1 )”，(  )” 形式 相同 ， 
且 每 个 方程 中 恰 含 有 一 个 补充 变数 〈 即 xor 与 Xs)， 而 不 同 的 
方程 所 含 的 补充 变数 也 不 同 ， 因 之 ， 如 果 将 这 些 方程 加 入 原来 
的 基本 方程 组 ( I )， 方 程 有 解 与 否 的 性 质 将 并 不 因 之 而 变 。 
我 们 将 称 添 加 ( I ) ，( I )o” 后 的 方程 组 为 扩充 方程 组 ,并 
记 之 为 (1 )，(I7)’，(7)” 等 。 
引 理 ”对 最 大 树 T 与 根 O 而 言 ,对 每 一 节点 处 i, ej EG 引 
入 变数 x 并 置 
[i, j,k] = Xi 十 Xik 十 Xiky 
[i, j,k]’ = Xi 十 Xik + Xjk’ 
则 当 %ij 为 已 知 数 时 ， 方 程 组 
el = [i,j,k], 
Xrs' = 0， 《Xrs 为 多 余 变 数 时 ) 


jaiser 在 同一 节点 处 时 。 


有 解 。 
证 在 xr: 为 主要 变数 或 补充 变数 而 er,e: 的 公共 节点 非 
树 根 0 时 ， 令 自 er,e: 的 公共 节点 到 OO 的 通道 在 此 节点 处 的 节 
段 为 e， 而 置 
Xrs’ = [r,s,t], 
在 x: 为 主要 变数 或 补充 变数 而 er, es 的 公共 节点 即 树 根 O 时 ， 
置 交 == xrs。 在 xrs 为 多 余 变数 时 ， 则 置 
Xrs’ =0。 
试 证 这 样 的 xrs 满足 上 述 方程 组 。 为 此 ， 设 eyeiy,erEG' 的 公 
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共 节 点 与 0 不 同 而 自 此 至 0 的 通道 在 此 节点 处 的 节 段 为 ae。 若 
el 即 为 ei, ei, et 之 一 例如 e1= es:， 则 将 有 
Dijk = Ti, jd = utX atx y=% = [i,j,T)。 
车 ea 不 与 ei,@j,e: 相同 ， 则 将 有 
[ij,K] = Ci,j,1] + Ci,k,1]’ 二 [六 
=[i,j,1]+[Li,k,1]+ [i,k,1] 
= [i,j,k]j。 
车 ei, ei,exEG' 以 O 为 公共 节点 则 [i, j,k] = [i, j,k] 其 显然 ， 
故 引 理 得 证 。 
基本 定理 对 G 的 最 大 树 T 与 选 定 的 根 0 而 言 ， 若 基本 
方程 组 (I ) 可 解 ， 则 必 有 一 解答 ， 它 的 多 余 变 数 都 = 0。 对 于 
扩充 方程 组 (7〉 亦 然 。 
证 已 知 方程 组 (I) 等 价 于 方程 组 (1) 与 (1)”。 但 
(I) 与 (I) 各 可 写作 如 下 形式 : 
[ars]+[brs]= 9opy C1)’ 
[rst1+[Labcl= 9op。 (C1)” 
由 引 理 ， 上 方程 组 有 解 时 ， 下 方程 组 也 有 人 解 : 
Lars]’ + [brs]’ = pp， 


[rst]’ +Labc]’ = 9op， 
X's = 0，(Xrs= 多 余 变数 时 ) 





亦 即 
(or + Xost X’ or + x! bs = paps 
A i ap, 
xm= 0，(Xrs = 多余 变数 时 ) 
或 
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Eo + E+E, = aps 
s ns=0， 《Xr:= 多 余 变 数 时 )， 
有 解 ， 其 中 蕊 即 在 如 中 将 xi; 都 易 为 x i 而 得 。 因 之 当 〈1) 
有 解 时 ，( I ) 必 有 一 解答 它 的 多 余 变数 都 =0。 对 (7) 亦 然 ， 
证 毕 。 
定义 ”基本 方程 组 的 一 组 解答 将 称 为 了 -侵入 f 的 一 个 基 
本 解 (对 T 与 0 而 言 )。 同 样 ， 扩 充 方程 组 的 任意 一 组 解答 将 
称 为 了 的 一 个 扩充 解 ， 多 余 变数 都 = 0 的 解答 则 将 称 为 f 的 简 
化 解 。 
附注 ， 如 果 将 线性 图 G 改变 为 G" ， 使 对 每 一 ee EC -T， 
在 ea。 上 添 入 两 个 新 顶点 而 分 之 为 三 段 eo,，eo,，es,， 其 中 eos 
为 ee。 上 中 间 的 一 段 ， 将 eo, ,eo, 添 入 了 而 成 T/ ， 则 T' 是 G’ 的 
一 个 最 大 树 ， 于 是 对 G',T 而 言 ， 方 程 组 (1) 与 (7) 除 不 
足 道 者 外 将 只 出 现 图 1 与 图 3 两 种 情形 ， 而 不 再 出 现 图 2 与 图 
4 一 8 等 情形 ， 若 对 G" 的 每 一 变数 ， 例 如 xai 的 下 角 出 现 41， 
0,，03 者 都 易 wx 为 c， 即 可 重 行 获得 对 G,T 的 相应 方程 组 , 因 
之 前 面 分 析 的 许多 情形 实际 上 可 以 统一 起 来 。 


五 、 平 面 图 的 具体 作法 


我 们 已 在 四 中 给 出 了 GCR? 的 必要 条 件 , 基本 方程 组 ( I ) 
或 扩充 方程 组 (7) 有 解 。 本 节 将 证 明 , 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 
并 将 给 出 从 方程 组 (I) 或 〈T) 的 一 个 解答 具 体 作 图 的 方 
法 。 
调整 
为 了 要 将 一 具有 平面 性 的 线性 图 G 在 平面 中 具体 作出 ， 须 
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将 一 不 完全 是 嵌入 的 了 -浸入 逐步 改变 成 一 租 入 ， 为 此 引入 调 
整 概念 如 下 。 

设 f:G CR? 是 一 T- 淄 入 , ?EG'=7T' 的 干道 ,中 在 vo 处 
的 节 段 为 e*。 设 eyeiEG* 为 在 v 处 不 同 于 es 的 任意 两 楼 。 设 
在 了 之 下 ， 自 e: 起 ， 绕 v， 作 顺 钟 向 旋转 时 ， 在 v 处 的 诸 棱 依 
次 为 

esyeply my epiy eiyealy…yeqkyejyerly yeryo 

今 另 作 一 T- 浸 入 g:G ER?， 满 足以 下 诸 条 件 : 

(1) 在 g 之 下 ， 自 e: 起， 绕 v 作 顺 钟 向 旋转 时 ,在 v 处 
的 诸 楼 依次 为 

Cs, Cp1s°*» Epas Cj Eg1»°**» Eqns Cis Ey19°**» Cry o 

(2) 在 任 一 不 同 于 。 的 顶点 w 处 ， 绕 多 作 顺 钟 问 旋转 时 ， 
在 内 处 的 诸 棱 在 f 下 与 在 g 下 的 次 序 相同 。 

这 样 的 g 必然 存在 ， 我 们 将 称 之 为 将 eyej 互 易 的 f 的 一 
个 调整 。 

调整 定理 (特殊 形式 ) 设 f:G CR’ 是 一 T- 淄 入 。 设 ei， 
ecEG' 都 在 节点 vo 处， 不 位 于 干道 Pv。 上 ， 且 ei,ej 在 f 下 处 
于 相 邻 位 置 。 今 调整 了 为 了 -浸入 8， 使 eej 互 易 。 则 当 了 有 
一 组 扩充 解 x4w= ca 时 ，8g 也 有 一 组 扩充 解 xxe = dn， 这 里 

Cant 1, CN) = 人力， 
ae (XA) Ai,)) 
pK » 9» o 

再 者 ， 若 《can) 对 根 O 而 言 是 f 的 一 组 简化 解 ， 则 (diw) 也 是 
8 的 一 组 简化 解 。 


* 在 V= 树 根 O 时 ， 可 在 G 中 漆 入 一 榨 eo 以 O 为 其 一 端 ， 于 是 es 将 取 为 


eo。 
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证 设 f,8g 的 示 幅 链 各 为 9=Zqepes*es， 内 = Zupeo* es 则 
(cw) 为 下 扩充 方程 组 的 解 : 
(了 了) Xart Xast+ Xort Xos= pops 
i Xrs + Xrt + Xst + Xab + Xac + Xoc = Pap o 
我 们 须 证 (din) 为 下 扩充 方程 组 的 解 : 
(了 ) 8。 Xart Xas+ Xor + Xos = pp, 
(FT)g Xs+ Xrtt Xst+ Xab+ Xac+ Xbc = 人 po 
在 情形 (了 ) 中 , 车 bv 去 ww 或 9=vo 但 (a,7),(a,s), (b,r) 
(b,3) 都 天 (i, 门 , 则 (es,es,er,e:) 绕 v 的 顺序 在 f 下 与 在 g 下 二 
者 相同 ,或 至 多 ea,es 互 易 ,或 er,e: 互 易 ， 不 论 何 时 都 有 Yop= 
ap 。 另 一 面 又 有 dar = Car，… ,ddss= Cbs。 因 之 当 (cnn) 满足 ( 了) 
时 ，(dx) 将 满足 相应 的 (了 )’s。 反 之， 若 b9= vo, 而 在 (4,7)， 
(a,5)，(b,r),，(b,s) 中 有 一 ， 例 如 (4a,r)= (i, 让 ,因而 在 下 
绕 ?” 的 诸 棱 中 es 与 er 相 邻 ( 见 图 12)， 则 将 有 yp = ap + 1,dar 
= cor+ 1,dos = cosydur = cbrydb:= cos 。 因 而 当 《ciw) 满足 (了 )'j 
时 ，(dix) 仍 将 满足 相应 的 (了 )o 。 





图 12 


其 次 ， 在 情形 (了 ) 中 ， 若 vw 都 关 ve 或 v=w 但 (ab)， 
{a,c),，(b,c) 都 去 (i,j), 或 w=vo 但 (r,s)，(r,t),，(s,t) 都 
天 Ci, 门 ， 则 显 有 Yos = ogsdrs= Crs，…。 故 当 (caw) 满足 (了) 
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时 ，(dae) 将 满足 相应 的 (了 )o”。 反 之 ， 若 则 几 中 有 一 ， 例 如 
v=vo， 又 在 (a,b),(0,c)，(b,c) 中 有 一 ， 例 如 (ac)= (i 让， 
则 将 有 ( 见 图 13): 

Wap = Pag + 1 daoc=Cact 1 dop= cao。 
放 cx) 满足 (了 ) 时 ，( 册 w) 仍 满足 相应 的 (了 )s"。 其 余 情 形 
亦 同 。 这 证 明了 定理 的 前 一 部 分 。 





最 后 ， 因 eyei 都 不 在 干道 史上 ， 故 在 简化 解 当 xxx 为 
多 余 变数 而 cx = 0 时 ， 同 样 亦 有 du= 0， 因 之 Cr) 亦 为 一 简 
化 解 。 证 毕 。 

调整 定理 (一 般 形式 ) 设 1:GCR? 是 一 T- 淄 入 , 设 ei， 
eicEG: 在 节点 vo 处 ,不 位 于 干道 Fwo 上 ， 且 在 了 下 eyei 之 间 不 
合 通 道 了 wo 的 部 分 恰 有 此 个 楼 eor，,… ea 以 vo 为 端点 。 今 调整 
f 为 T- 温 入 8, 使 ei,6; 互 易 。 则 当 了 有 一 组 扩充 解 Xxx= cx 时 ， 
g 也 有 一 组 扩充 解 xx= di， 这 里 


car+ 1, (Me) = (i,j), (i,q1) "si,gr), (j,q), 
dn = … 或 (j ,qx)。 


cu， ”在 其 他 情形 。 
再 者 ,车 (cu) 对 根 O 而 言 是 了 的 一 组 简化 解 ， 则 (di) 也 是 8 
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的 一 组 简化 解 。 

证 选 次 应 用 特殊 形式 的 调整 定理 即 得 。 

合格 化 

设 eeEG'-T，Ce= {eo}U 9s, f:G CCR? 为 T- 浸 入 。 假 
设 对 应 于 以 及 根 O 而 言 ，f 的 扩充 方程 组 〈 了 ) 可 解 且 有 一 
组 简化 解 (cx)。 如 果 下 面 的 条 件 满足 , 则 称 了 对 es 合格 而 (ca) 
是 了 对 es 的 一 组 合格 解 。 条 件 是 : 

(C) ”对 任 一 ei:€ (Co)', 以 及 任 一 与 e 有 公共 顶点 的 6EGl 
有 cy=0。 

如 果 f 对 es 不 合格 ， 因 而 有 eiE 《Co)*"， 以 及 与 e 有 公共 
顶点 的 weEG' 使 cj= 1。 依 据 调 整定 理 ， 如 果 将 每 一 对 这 样 的 
et，6j 互 易 或 改变 (cxx)， 则 可 调整 了 为 一 了 -浸入 g， 使 58 对 e。 
合格 ， 且 从 (cix) 依 调整 定理 所 得 对 8 的 一 组 解答 (dxw) 是 8 对 
ea 的 一 组 合格 解 。 这 个 从 了 调整 为 g 的 手续 将 称 为 了 对 eu 的 
合格 化 。 显 然 ， 在 调整 过 程 中 可 取 这 样 的 8g, 使 8 与 1 在 C。 上 
相合 。 

引 理 设 eEG'-T'!，f:GCR? 是 一 T- 淄 入 ,对 es, 合格。 
则 可 改变 f 为 一 T- 浸 入 g, 使 8 三 f/TU {es}, 且 : 

(1) 对 任 一 了 es 的 epEG':-T!， ep 与 6 在 g 下 至 多 在 公 
共 顶 点 处 相遇 。 

(2) 对 任 一 关 e: 的 epEG'-T':，g 与 1 在 e@ 的 两 端的 邻 
近 相 合 。 

证 记 es 的 两 端 为 ceybs. 若 ap (或 bp) 不 在 史上 , 则 置 
ap8=ap (或 凡 p=bp)。 若 as (或 bp) 在 史上 ， 则 了 到 e 内 部 
充分 邻近 ap (或 bp) 的 一 点 为 oa (或 bp)。 

今 设 2p 不 与 Ze 相 遇 , 则 a’p=ag 与 bp=bp 在 f 下 必 
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同 在 Co 之 内 或 同 在 C。 之 外 。 

车 Fp 与 ,相遇 于 一 点 ， 则 对 eco,es 的 扩充 方程 有 形式 
(了 )’。 由 于 f 对 e. 合格， 故 方程 左 端的 诸 xj = ci 都 =0， 因 
而 wop= 0， 故 此 时 在 了 下 %e 与 六 8《〈 只 须 充分 接近 ap,bp) 仍 
同 在 C。 之 内 或 同 在 其 外 。 

车 9p 与 ,相遇 于 一 段 通道 ， 则 相应 的 扩充 方程 有 形式 
(了 )”。 此 时 由 于 了 对 6。 合格 ,方程 左 端 的 诸 Xii= cy 都 =0， 
而 仍 得 同样 结论 。 

故 不 论 何 时 ， 在 了 下 4's 与 b'p 都 将 同 在 Ce 之 内 或 外 。 因 
而 可 改变 了 在 % pb'p 的 部 分 ,使 在 所 得 8 之 下 a’pb'p 不 再 与 
& 相遇 ， 如 所 和 欲 证 。 

引 理 设 eeEG' -六 以 及 T- 浸 入 f,8:G<CR2 如 上 一 引 
理 ， 这 里 了 、8 都 对 e. 合格 。 于 是 g 对 e。 有 一 组 合格 简化) 
解 carn) 不 仅 满足 〈C) 上 且 满 足下 述 条 件 
(C)。* ”对 任意 在 (C。)* 上 有 公共 顶点 的 eyejEG'， 只 须 eyej 
中 一 在 C。 之 内 而 一 在 Cs 之 外 〈 除 公共 顶点 外 )， 即 有 Cij = 0。 

证 已 知 g 有 一 组 合格 〈 简 化 ) 解 《〈c' xx)》 满足 条 件 (C) 。 
今 依 下 方式 改变 (e144) 为 (cxn)， 车 与 ci 对 应 的 ei,e; 如 《C)。* 
中 所 示 ， 则 令 cjy=0， 否 则 置 cj = cij。 于 是 (caw)》 满足 条 件 
(C) 与 《C)。*， 我 们 只 须 证 明 (ciw) 满足 g 的 扩充 方程 组 即 
可 。 

设 方程 中 不 出 现任 何 Xij， 此 处 ei,e; 如 (C)。* 中 所 示 时 , 对 
方程 中 出 现 的 诸 Xan 将 有 can 一 c' ix。 由 于 (c' 44) 满足 这 一 方程 ， 
故 〈cio) 亦 然 。 

其 次 试 考虑 任 一 对 以 C。 上 一 点 v 为 公共 顶点 的 ei,ejEG'， 
此 处 ez 在 ce 之 内 而 e 在 C。 之 外 《〈 除 公共 顶点 以外)。 于 是 
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在 g 的 扩充 方程 组 中 有 xi 的 方程 必 如 下 产生 : 有 eg,erEG'- 
T 使 Fp 含有 ei 而 F; 含 有 ei。 由 上 一 引 理 的 证 明 可 知 在 8 下 
必 有 ee 在 C。 之 内 而 cr 在 C。 之 外 〈 除 可 能 在 .82。 上 的 端点 以 
外 )， 且 9er=0。 
先 设 Fo，F 有 一 通道 Fpr 公共 , 则 必 有 FC 上 且 
pr 一 端 为 9?， 而 另 一 端 设 为 加 。 相 应 的 方程 必 如 形式 
Kif + Xik + Xjk + Xrs + Xrt + Xst = Ppr = 0 (1) 
此 处 er,e: 位 于 通道 Fp: 上， er 在 FpU {ep} 上 ,es 在 FrU {er} 
上 。et 以 vo 为 一 端 而 er,e;,e: 以 w 为 一 端 。 仍 由 上 引 理 , 在 & 
下 er 在 C。 之 内 或 中 .之 上 ， 而 e 在 C. 之 外 或 9. 之 上 (端点 
可 能 除外 )。 由 于 《can) 满足 〈C)o* 故 不 论 何 时 都 有 
cj= Cik= cik= Crs= Cr = Cst = 0 
因而 (caw) 满足 (1)。 
其 次 设 Fs，F+ 只 有 vw 点 公共 ， 则 相应 的 方程 形 如 
Ki + Xi + Xkj+ Xk! = Ppr = 0, (2) 
此 处 etye 各 在 2FpU {ee 与 FrU {ej)} 上 而 以 ob 为 端点 。 与 前 
同样 不 论 何 时 都 有 ci = cu= cu = cn=0， 因 而 (cn) 满足 (2)。 
由 此 知 〈cxw) 满足 g 的 扩充 方程 组 ， 如 所 和 欲 证 。 
作 图 法 
设 有 线性 图 G。 今 取 一 最 大 树 T 与 根 O。 任 取 一 T- 漫 入 
f:GCR?。 假 设 其 相应 示 髓 链 9~0。 依 基本 定理 五 ， 扩 充 方程 
组 (7 ) 有 一 简化 解 (cy)。 今 将 诸 ea EG' 一 T! 排 成 一 次 序 ei， 
Coz，… ,Cas。 依 调整 定理 从 《cij) 出 发 可 改变 1 为 一 T- 温 入 
fi:GCR?, 使 对 en, 合格, 且 册 上 两 引 理 可 使 1 满足 该 二 引 理 所 
说 的 条 件 ， 于 是 在 f1 下 eo,，…,ess 都 与 eo1 至 多 相遇 于 其 公共 
顶点 ， 且 与 fi 相应 的 扩充 简化 解 《〈c'5) 满足 条 件 《C)a*1。 仍 
247 


依 调整 定理 从 《c'ij) 出 发 可 改变 fi 为 一 T- 温 入 f2:GCR?, 以 
及 一 组 相应 的 扩充 简化 解 (c25)， 使 对 eoz 合格 ， 且 满足 上 两 引 
理 所 说 的 条 件 〈1) 与 (C)*。,。 由 调整 过 程 可 知 可 取 fz 使 对 ea 
仍然 合格 且 《C5) 仍 满足 (C)*o,。 于 是 在 f2 下 eo,，,…,eo: 都 
与 eai，ea; 至 多 相遇 于 其 公共 顶点 ，ea 与 eo 亦 然 。 改变 fi 使 
对 eu, 合格 ， 且 使 疡 满足 1)， 又 使 相应 扩充 简化 解 (c35) 满足 
条 件 (C)*。， 依 次 进行 最 后 即 得 一 T- 浸 入 :GCCR: 对 任 一 ecx 
都 合格 ， 且 任 两 eu 与 eu: 至 多 只 相遇 于 其 公共 顶 点。 这样 的 
一 个 T- 浸 入 实 为 一 般 入 。 因 而 G 已 嵌入 于 平面 RR 中 。 

根据 二 中 嵌入 定理 与 上 作 图 法 ， 可 得 下 面 完全 形式 的 

饿 入 定理 * 线性 图 G 具 有 平面 性 的 充 要 条 件 为 示 媒 类 

PD?*=0, 

同样， 三 的 基本 定理 I 亦 可 重 述 之 为 

基本 定理 I  G 有 平面 性 的 充 要 条 件 为 ,对 最 大 树 了 而 言 ， 
基本 方程 组 (I ) 有 解 。 


六 、 一 些 估计 


在 以 下 ，G 的 顶点 数 与 棱 数 将 各 设 为 四 与 ma 

将 前 数 节 解 法 在 计算 机 上 实施 时 ， 最 占 存储 量 的 是 将 线性 
方程 组 存 入 计算 机 的 这 一 部 分 。 如 果 未 知 数 的 个 数 是 人 ， 则 所 
占用 计算 机 的 字 码 bits) 数 估计 将 为 4 (方程 的 个 数 并 不 是 
主要 的 )。 如 果 依照 二 所 提 及 的 方程 组 ，A4 将 约略 等 于 mn, 但 


*# 伐 入 定理 的 原来 证 明 〈 见 (C 7 ]) 须 依据 Kuratowski 定理 ([ 4 ])。 但 本 文 
的 证 明 并 不 须要 。 
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对 于 83-4 中 所 引入 的 简化 了 的 基本 方程 组 ， 此 数 将 大 为 减少 。 
而 且 ， 我 们 只 要 估计 主要 变数 的 个 数 即 足 ， 因 为 其 余 的 变数 可 
直接 由 主要 变数 表达 出 来 而 在 计算 机 中 不 需要 占用 什么 存储 单 
元 〈 这 些 方程 直接 可 从 G 与 工读 出 ) 。 

为 作 这 一 估计 ， 我 们 将 先 考虑 下 述 特殊 情形 ， 

G 的 每 一 顶点 都 是 三 又 点 ， 即 每 一 顶点 处 都 恰 有 三 个 楼 以 

今 作 一 最 大 树 了 ， 取 树 根 O。 设 非 节 梢 的 节点 数 为 r， 则 
节 梢 的 个 数 为 m-r， 其 中 恰 有 了 的 三 个 节 段 以 之 为 端点 的 节 
点 数 设 为 *， 则 恰 有 两 个 节 段 以 之 为 端点 的 节点 数 将 为 "一 S。 
由 于 TT 中 节 段 的 个 数 是 m- 1， 故 有 

m-r+2(r—s)+3s=2(m—1) 
或 
r+s=m—2, 
由 于 每 一 非 节 梢 的 节点 恰恰 给 出 一 个 主要 变数 ， 而 在 树 根 处 又 
恰 有 两 个 主要 变数 ， 因 而 主要 变数 的 个 数 和 A 将 为 
A=r+2=m- s<m, 

由 此 并 知 选择 了 时 应 使 了 的 三 叉 点 数 * 尽量 的 大 ， 以 使 A 尽量 
的 小 。 

在 一 般 情形 ， 我 们 将 易 G 为 一 只 有 三 叉 点 的 线性 图 G“ ,使 
G 中 每 一 个 k 叉 点 k>>3) 易 为 G' 中 K-2 个 三 叉 点 图 14 所 
示 : 

设 G 中 无 二 又 点 ， 而 k 叉 点 的 个 数 为 mk(k>3)， 则 G' 中 
三 叉 点 的 个 数 将 为 

m’ = LZ(k— 2)m: 。 
因 G 的 顶点 数 为 m， 楼 数 为 n， 故 有 
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O 
六 
(07 
图 14 
m = Zmi:, 
2n = Zkmx 。 
由 此 得 m’ = 2(n—-m), 
对 于 G’ 的 主要 变数 个 数 因 之 将 为 


A’<2(n-m), 
由 于 在 一 个 电路 中 线路 可 以 假定 是 没有 电阻 的 ， 因 之 与 任 
一 电路 相应 的 线性 图 G 恒 可 易 为 只 有 三 叉 点 的 线性 图 C' 而 无 
损 于 一 般 性 。 故 恒 可 取 上 面 的 公式 来 估计 需 解 线性 方程 组 的 未 
知 数 个 数 ， 由 此 以 估计 计算 机 中 需 占用 的 存储 量 。 


七 、 杂 例 


例 1 Kuratowski 第 一 类 非 平面 性 线性 图 ( 见 图 15)。 
取 最 大 树 T， 根 及 T- 浸 入 了 如 右 图 。 主 要 变数 为 
Xzs，9 X37X469 Xssg 以 及 O 〇 处 Xie，xio。 
基本 方程 组 (已 简化 ) 为 : 
Tr(€6,€7) = 1= X37 + X46, 
Ti(€6, 63) = 0= X28 + X46s 
Ti(€1,€3) = 0= X37 十 Xssy 


Ti(€s,€9) = 0= Xzs + Xssy 
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了 (ecyeo)=0=X46 十 XI16 十 Xi99 


以 及 Tj(e1,e9) = 0= X31 
因 方 程 组 矛盾 ， 故 原 图 形 是 非 平面 性 的 。 但 若 除 去 e， 则 
相应 方程 组 有 解 ( 简 化解， 为 : 
(X28 9X37s X45 9 X53) = (0,1,0,1), 
或 = (1,0,1,0)。 
而 xxs 任意 。 今 取 xis = 0 而 从 这 两 解 进行 合格 化 调整 ， 可 得 两 
个 具体 嵌入 各 如 下 二 图 所 示 : 


本 8 vv--~、 
要 ~ J ee ~、 je 
2 7 、 2 
Pe er 2 、 ; 
* sae 1 \ 1 
- 一 一 一 一 一 一 一 一 一 / 
A PR 1 el\'e2\es e4 esr 
Ra Wd WE ! 全 2 
7 \ Mo 
» 7 -wy 
\、 ™\ RN DR pe 
Ne We ei pe 
pA 
图 16 


例 2 Kuratowski 第 二 类 非 平面 性 线性 图 ( 见 图 17) 
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图 17 


取 最 大 树 T， 树 根 O， 与 7- 淄 入 了 如 图 。 已 简化 的 基本 
方程 组 为 


Ti(es,€6) =1= Xs+ X36s 
Ti(es,e7) =1=X4s+ X37, 
Ti(€6,€8) = 1= X28 + X36» 
Ti(€1,€9) = 1= X37+ X49s 
Ti(€s,€9) = 1= X28 + X49s 
Ts(€s,€10) = 0= X2s + X4so 
由 此 知 ew 须 除去 以 平面 化 , 记 所 余 图 形 为 G'。 相 应 基本 
解 为 : 
(Xz2s» X28 » X36» X37» X45 X49) 
=(0,0,1,0,1,1) 
或 
=(1,1,0,1,0,0) 
而 xi6,x1 任意 。 
补充 变数 xsayxez*xso,xzayxs* 可 自 以 下 补充 方程 求 得 ， 


Ti(es,€8) = 0= Xss+ Xasy 
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Ti(esse1) = 0= X67+ X36 
Tr(es,€9) = 0= Xs9 + Xzss 
Ti(€7,€s) = 0= X78+ X37» 
Ti(es,€9) =0= X69+ X36+ X16+ Xi9o 


取 x4is= x4s=0， 则 由 此 所 得 两 扩充 解 列表 如 下 ， 
基 本 变 数 | 补充 变数 








X28 | X36 | X37 | Xus | zs | Xs8 | xe xs» les x6 


















| 
so | oo 1|， | 
Suuddr 


依据 两 解 经 合格 化 调整 所 得 图 形 与 原 图 比较 , 各 如 下 所 





例 3 考虑 线性 图 G， 最 大 树 T， 人 同根 0 与 -浸入 了 如 图 ， 


























所 处 顶点 Vi | V2 | vs | ve lvs jv lv ve IO=vo 
pie a PE Me -一 - 二 - ~ 一 一 

| | 
主要 变数 xz，1s| X34 | >。 | | 2 | | | [H 
eh -一 下 一 一 一 一 | | deve 
入 和 | | | | aera ern 








基本 方程 
Jr(eioyell) = 1= X34+ Xs6s 
Ti(€10,€12) = 1= Xs6 + X78 
J1(ellyel3) = 1= X34+ Xs6s 
Ti(€12,€14) = 1 = Xs6 十 X78y 
Ti(@13,€14) = 1 = X34+ X180 
由 此 知 eu 应 从 G 中 除去 ,而 最 后 两 方程 可 以 略 去 。 
Ti(€11,€1s) = 0= Xs6+ X215» 


Ti(e14,€15) = 0= X78+ X21ss 
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由 此 知 es 应 从 G 中 除去 。 
命 除去 eux,ers 后 的 图 形 为 G' 。 此 时 主要 变数 只 有 X34,Xs6， 
X1s 以 及 xi,11。 基本 方程 只 有 两 个 ， 
X34+ Xs6 =1» 
GG +X71s=1。 
此 时 补充 变数 也 只 有 三 个 :Xi03，Xi1,t2，X12,13。 补 充 方 
程 为 ; 
Ti(e10,€13) = 0= X10,13+ X18» 
Li(e11,e12) = 0= X11,12+ Xs6» 


Ti(€12,€13) = 0 = X12,13+ Xs6o 














| 主要 变数 充 变 数 

| 全 人 二 

| xz | xs | xm | xn | xn xn 
和 一 和 | 0 | 1 1 | 0 | 0 
2 一 | ee 
第 二 解 | ek A 
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拓扑 中 的 量度 与 能 计算 性 


恩格斯 说 过 ,数学 研究 现实 世界 中 的 空间 形式 与 数量 关系 。 
空间 形式 与 数量 关系 这 两 基本 范畴 之 间 ， 则 往往 通过 量度 概念 
联系 起 来 。 曲 线 的 长 度 ， 多 边 形 的 面积 ， 立 体 的 体积 ， 点 集 的 
测度 ， 都 是 这 种 量度 的 具体 实例 。 在 历史 上 ， 量 度 往往 指 空间 
形式 的 某 种 度量 性 质 。 因 之 ， 作 为 以 拓扑 空间 这 种 空间 形式 某 
些 非 度量 性 质 的 定性 研究 为 主要 任务 的 拓扑 学 ， 表 面 看 来 似乎 
与 量度 概念 无 关 ， 但 是 ,数量 关系 并 非 是 一 个 单独 或 若干 个 数 ， 
而 可 广义 地 理解 为 某 种 数 系统 〈 或 代数 系统 )， 如 群 、 环 、 模 、 
代数 等 等 ， 因 而 ， 在 这 种 广义 的 理解 下 ， 拓 扑 学 中 就 有 着 极为 
丰富 的 量度 。 举 例 来 说 ,拓扑 空间 的 0 维 Betti 数 是 一 种 量度 ， 
它 代表 空间 连通 分 支 的 个 数 ，1 维 Betti 数 也 是 一 种 量 度 ， 它 
代表 空间 在 某 种 意义 下 相互 独立 的 闭 圈 个 数 ， 某 种 类 型 拓扑 空 
闻 的 尤 拉 数 又 是 一 种 量度 , 它 在 拓扑 学 中 的 作用 是 版 为 基本 的 。 
不 仅 这 些 个 别 的 数 可 以 看 作 拓扑 空间 的 量度 ， 而 且 在 拓扑 学 发 
展 过程 中 ， 还 出 现 了 各 种 以 代数 系统 表达 的 各 种 量度 ， 同 调 群 
或 环 ， 同 伦 群 ，k 环 ,以 及 最 近 出 现 的 极 小 模型 或 1* 一 量度 等 ， 
这 些 量度 都 反映 了 拓扑 空间 一 定 的 拓扑 性 质 。 代 数 拓扑 学 正 是 
由 于 这 些 量度 的 引入 而 蓬勃 发 展 起 来 ， 而 且 还 解决 了 不 少数 学 
其 他 领域 中 的 难题 ， 使 代数 拓扑 学 从 无 到 有 ， 成 为 二 十 世纪 中 
令 人 瞩目 的 一 个 大 学 科 。 试 举 几 个 简单 实例 来 说 明 量度 在 拓扑 
学 中 的 作用 。 
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例 1 设 D" 是 n 维 单位 球体 ，S"! 是 它 的 n-1 维 球面 ,f 
是 D" 到 它 自 身 的 连续 映像 。Bronwer 一 个 著名 的 不 动 点 定理 
是 说 ，f 必 有 一 不 动 点 ， 即 必 有 一 点 x 使 1(x)=x。Bronwer 
定理 有 许多 不 同 的 证 明 ， 它 们 往往 需要 一 些 巧 思 ， 依 据 量度 的 
概念 则 可 提供 -个 较 简单 的 证 明 如 下 。 


2 


我 们 用 反 证 法 ,假设 了 无 不 动 点 ， 则 对 任 一 xED"， 从 
f(x) 到 x 的 射线 将 与 S™! 交 于 一 点 8(x)， 于 是 8 (显然 与 了 一 
样 是 连续 的 ) 有 下 面 的 性 质 ， 如 果 xES"!， 则 g(x) =x。 现 在 
假设 有 一 种 拓扑 空间 的 量度 M , 它 是 一 种 代数 系统 ,具有 以 下 一 
些 性 质 (拓扑 空间 假定 属于 某 种 固定 的 类 型 ,映像 指 连续 映像 ) ; 

(1) 对 拓扑 空间 XX，Y 与 映像 了 XY， 引出 一 代数 同 态 
fx: M(X)>M(Y) (或 1*, M(Y)—>M(X))。 

(2) 对 拓扑 空间 X,Y,Z 与 映像 f; X->Y，g: Y>Z, 下 面 
的 代数 同 态 图 是 可 交换 的 ， 即 (8f)* = gxf# (或 (gf)* = 了 +8+) ， 


来 


(8 有 D* (gf 
M(X) 一 一 >M(Z) 或 M(X)<— 一 M(2Z) 


jy /EE PN /er 
M(Y) 


M(Y) 
《3) 车 记 是 拓扑 空间 X 到 X 的 恒 同 映像 , 则 (id),;M (x) 
一 MC(X) (或 (id)*， M(X) 一 M(X)) 是 M(X) 的 恒 同 同 态 。 
(4)M(D"*)=0, 而 M (S™!)@#0, 
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回 到 原来 的 Bronwer 定理 ， 记 S“: 到 刀 : 的 嵌入 映像 为 fo 
Sr->D"， 则 gf: SS 即便 同 映像 ， 因 而 依据 (1)、(2) 
有 可 交换 图 ， 

id)* 


ld et ya M(S"-!:)—— >SM(S"-!) 
Je B* fo* /er 
M(D"*) M(D") 
但 这 些 图 显然 与 (3)、(4) 冲 突 ， 由 此 知 f 无 不 动 点 的 假设 不 成 
立 ， 因 而 Bronwer 定理 得 证 。 

任何 一 种 具有 性 质 (1) 一 (4) 的 量度 都 可 用 来 证 明 Bronwer 
定理 ， 这 样 的 量度 有 Hr-1,，H”'( 下 或 上 同调 群 ， 系 数 群 任意 )， 
zn-t 《 同 伦 群 》 等 。 

例 2 设 线 性 图 G，G 是 否 能 嵌入 平面 是 在 理论 上 与 实际 
上 都 极为 重 要 的 问 题 。1930 年 以 来 Kuratowski，Whitney， 
MacLane 等 都 给 出 了 G 能 嵌入 平面 的 充 要 条 件 , 但 这 些 条 件 都 
只 是 从 问题 的 这 一 形式 转变 为 另 一 形式 ， 而 且 是 “ 定 性 ”的 ， 
要 据 之 以 检查 一 个 具体 的 图 是 否 能 嵌入 平面 是 困难 的 。 我 们 则 
应 用 拓扑 的 某 些 量度 给 出 了 平面 嵌入 的 “定量 ”的 充 要 条 件 如 
下 从 G 作 拓扑 积 GxG, 在 其 中 除去 01,0, 有 公共 顶点 的 那些 
胞 腔 c: x cx(ciyoz 是 G 的 顶点 或 棱 ), 对 余下 的 部 分 恒 同 ck x oa 
与 cz x 0i 为 Qi*0a = Oz*0li(Ul，02 无 公共 顶点 ) ， 称 所 得 复 形 为 
G+G， 于 是 H*(G*G,2Z,) 可 视 为 G 的 一 种 量度 。 在 其 中 还 可 挑 
出 一 个 特定 的 元 素 罗 *, 它 也 是 G 的 一 种 量度 。 我 们 的 定理 是 ， 

G 可 嵌入 平面 >@?=0。 : 
对 于 任意 一 个 线性 图 G，@? 可 通过 具体 计算 知道 它 是 否 = 0， 
因而 可 由 计算 得 知 G 是 否 能 嵌入 平面 ， 这 给 出 了 这 一 问题 解 管 
的 有 效 方法 。 
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上 面 的 条 件 还 可 进一步 简化 成 下 面 的 形式 ， 从 G 可 得 出 模 
2 系数 的 线性 方程 组 ， 它 的 有 解 与 否 是 G 能 否 典 入 平面 的 充 要 
条 件 。 

任意 给 一 个 线性 图 G,G 能 嵌入 平面 的 情况 是 绝无仅有 的 。 
依据 上 面 的 线性 方程 组 ,我 们 容易 得 出 应 在 G 中 丢弃 哪 一 些 棱 ， 
使 余下 的 图 G' 能 嵌入 平面 ， 而 且 还 可 据 以 指出 C' 嵌入 平面 的 
具体 做 法 ， 以 及 不 同 嵌 入 的 种 数 。 这 些 步骤 都 是 算法 的 ， 不 难 
在 计算 机 上 了 予以 实现 。 

上 面 两 个 简单 实例 说 明 ， 量 度 在 现代 拓扑 学 中 的 作用 。 但 
是 ， 要 使 某 种 量度 在 应 用 上 真正 有 效 ， 必 须 具 备 若干 条 件 。 首 
先是 不 变性 ， 应 用 于 拓扑 的 量度 必须 是 拓扑 不 变 的 ， 或 者 对 所 
考虑 的 对 象 与 问题 要 求 同 伦 不 变 、 组 合 不 变 、 微 拓 不 变 等 ， 正 
象 古 典 几何 中 要 求 量度 必须 是 量度 不 变 或 投影 不 变 那 样 ， 否 则 
这 种 量度 将 在 根本 上 失去 意义 。 其 次 是 有 限 性 ， 即 量度 能 用 例 
如 有 限 个 基 记 生 成 等 ， 这 样 才 适 于 掌握 处 理 。 因 而 ， 一 个 拓扑 
空间 的 奇异 链 群 或 一 个 微分 流 形 的 deRham 代数 ， 虽 然 都 是 具 
有 不 变性 的 量度 ,由 于 它们 超 限 生成 而 只 能 在 推理 过 程 中 使 用 ， 
但 在 定理 的 假设 与 终结 中 出 现 是 不 适宜 的 。 除 了 这 些 隐 含 的 要 
求 之 外 ， 我 们 还 提出 : 量度 最 好 具有 “能 计算 性 ”。 这 一 概念 可 
解释 如 下 :在 拓扑 学 中 ,经 常 要 从 若干 给 定 的 空间 作出 另 一 些 新 
空间 ， 例 如 从 两 个 空间 作 拓扑 积 , 沿 某 一 部 分 粘 合成 拓扑 和 ，, 作 
锥 形 ， 作 吊 形 , 作 道 路 空间 , 作 纤 维 丛 等 等 。 对 于 某 种 给 定 的 量 
度 M， 经 常 要 从 所 给 空间 Xi，X2…… 的 量度 M (Xi)，M (X,) ， 
5 定 出 所 作 新 空间 Z 的 量度 M(Z)， 如 果 M (Z) 可 以 完全 由 
M(X1)，M (Xa).…… 以 及 反映 这 些 空间 Xi 相互 间 几 何 关 系 的 
MXi) 的 代数 关系 廊 完全 决定 ， 我 们 就 说 量度 M 对 于 所 考虑 的 
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几何 作法 是 “能 计算 的 ”， 否 则 是 “不 能 计算 的 ? 。 

不 言 而 喻 ， 能 计算 的 量度 将 给 解决 问题 带 来 极 大 的 方便 ， 
因而 在 应 用 上 会 有 较 大 的 威力 。 遗 憾 的 是 ， 在 拓扑 中 广泛 使 用 
的 种 种 量度 ， 如 同调 ， 同 伦 等 群 或 环 ， 即 使 对 极为 简单 的 几何 
作法 ， 也 是 “不 能 计算 的 >”。 例 如 ， 

(1D 对 于 空间 的 拓扑 积 作法 ， 实 系数 上 同调 环 Ha 与 束 
系数 上 同调 群 Hz* 都 是 能 计算 的 ， 但 整 系数 上 同 调 环 Hz** 则 
是 不 能 计算 的 *。 

(2) 对 于 两 个 空间 沿 一 公共 子 空 间 的 粘 合作 法 ， 实 系数 的 
上 同调 群 Hx* 是 能 计算 的 ， 但 实 系数 上 同调 环 He** 或 整 系数 
上 同调 群 Hz* 都 是 不 能 计算 的 。 

以 上 (1)、(2) 中 能 计算 的 部 分 各 相当 于 Kinneth 公式 与 
Mayer-Vietoris 的 序列 ， 其 中 不 能 计算 的 部 分 则 由 简单 实例 
可 以 证 实 。 

拓扑 学 中 的 许多 推理 论证 往往 是 迁 回 曲折 的 ， 其 原因 之 一 
可 能 是 拓扑 中 的 主要 工具 一 一 经 典 的 同调 ， 同 伦 等 量度 都 往往 
是 不 能 计算 的 。 因 而 在 推理 过 程 中 对 于 新 出 现 空间 的 量度 无 法 
确定 ， 而 只 能 获得 部 分 信息 ， 而 且 还 需要 运用 巧 思 走 着 迁 回 曲 
折 的 道路 才能 获得 。 这 固然 使 拓扑 学 增添 了 引人入胜 的 色彩 ， 
但 也 增加 了 拓扑 学 研究 的 困难 ， 为 更 高 的 发 展 添置 障碍 。 

在 七 十 年 代 时 出 现 了 一 种 新 的 量度 ， 它 与 经 典 量度 的 不 同 
之 处 ， 是 它 具 有 高 度 的 能 计算 性 。 

这 一 量度 我 们 记 之 为 1*， 乃 是 美国 拓扑 学 家 D.Sullivan 
所 引进 。 对 于 任 一 复 形 K ， 可 与 微分 流 形 那样 构造 外 微分 形式 


总 与 传统 的 记 法 相 异 ， 我 们 把 上 同调 H 中 的 系数 群 或 环 写 在 HH 的 右上 角 ， 以 
# 表 群 而 以 * # 表 环 结构 。 
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记 定 的 代数 4*(K)。 这 里 A* 是 一 种 量度 ， 它 是 具有 微分 运算 
的 实 域 上 分 次 代数 (简称 DGA) ,我 们 称 之 为 deRham-Sullivan 
代数 。 由 于 分 * 是 超 限 的 ， 因 而 它 本 身 是 没有 多 大 独立 的 意义 
的 。 但 是 在 K 有 某 些 限制 ， 例 如 单 连通 以 及 每 一 维 数 的 Ha* 都 
是 有 限 生成 时 ，Sullivan 从 4* 纯 代 数 地 作出 它 的 极 小 模型 
MinA*， 记 之 为 1+， 则 1* 在 每 一 维 数 都 将 有 限 生成 而 满 足 所 
谓 有 限 性 的 条 件 。 这 一 量度 1* 又 是 同 伦 不 变 的 , 它 包含 了 同 伦 
同调 中 无 限 部 分 的 全 部 信息 。 除 此 以 外 ， 我 们 从 能 计算 的 角度 
出 发 ， 对 各 种 通常 的 几何 作法 证 明了 1* 量度 都 是 能 计算 的 ,并 
给 出 了 计算 的 具体 表达 式 。 在 应 用 上 ， 我 们 证 明了 不 少 过 去 用 
谱 序 列 经 过 挝 回 曲折 的 推理 在 极 强 的 条 件 下 才能 获得 的 结果 ， 
应 用 1* 量度 可 以 在 很 一 般 的 情况 下 得 之 甚 易 。 

自然 ， 我 们 对 于 1* 量度 能 计算 性 的 研究 局 限于 空间 是 单 
连通 的 情形 ， 把 它 推广 到 较 一 般 如 所 谓 nilpotent 空 间 应 该 不 
会 是 很 难 的 ， 但 我 们 没有 这 样 做 ， 因 为 这 种 推广 是 否 必要 ， 是 
否 值得 ， 是 可 以 商检 的 。 真 正 的 重要 问题 应 该 是 ，1* 量 度 虽 然 
是 包含 了 同 伦 同 调 的 无 限 部 分 ， 但 由 于 它 是 实 域 上 的 DGA, 因 
而 同 伦 同调 的 有 限 部 分 无 法 在 1* 中 得 到 反映 。 然 而 同 伦 同调 的 
有 限 部 分 如 挠 系数 之 类 都 是 应 用 上 极其 有 力 、 成 效 卓 著 的 武器 ， 
拓扑 许多 精彩 的 应 用 往往 是 通过 它们 取得 的 。 如 何 推广 1* 量 度 
以 包括 同 伦 同调 的 有 限 部 分 而 仍 保 有 高 度 的 能 计算 性 ， 乃 是 一 
个 有 重大 意义 的 课题 。 

自然 ， 问 题 是 十 分 困难 的 ,虽然 并 不 是 没有 线索 可 以 入 手 。 
如 果 这 个 问题 能 够 解决 ， 则 这 一 新 的 更 广 的 7* 量度 将 取 所 有 
同 伦 同调 的 量度 而 代 之 ， 它 可 能 使 拓扑 学 的 发 展 重点 以 及 方法 
方向 都 为 之 改观 。 
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博 奕 论 杂 谈 :， (一 ) 二 人 博 奕 


正 象 十 七 世纪 时 概率 论 的 产生 与 一 些 赌博 问题 有 关 那 样 ， 
在 本 世纪 发 展 起 来 的 博 奕 论 也 与 一 些 赌博 以 及 下 棋 中 的 数学 问 
题 有 关 。1921 年 法 国 的 也.Borel 为 了 用 数学 方法 处 理 赌 博 
一 类 问题 ， 提 出 了 “策略 ”这 样 一 个 概念 ， 赌 徒 智力 的 高 下 就 
体现 在 是 否 能 善于 选择 “策略 ?这 一 点 上 ， 这 可 以 说 是 博 奕 论 的 
萌芽 。 

我 们 先 来 举 一 个 用 扑克 牌 打赌 的 例子 。 甲 乙 两 人 各 从 一 付 
扑克 牌 中 选取 5 张 后 同时 下 注 ， 赌 注 限定 是 a 元 或 b 元 ,此 处 
4 二 5b >0， 如 果 甲 乙 都 下 大 注 〈a 元 ) 或 都 下 小 注 (b 元 ), 则 
彼此 摊牌 ， 牌 小 者 如 注 数 付 给 牌 大 者 我们 知道 任意 5 张 扑克 
牌 组 成 的 两 组 可 以 比较 大 小 )， 牌 相同 则 不 分 胜 负 。 如 果 甲 下 大 
注 而 乙 下 小 注 ， 则 乙 要 求 可 以 排 牌 或 认输 。 在 乙 认输 时 乙 就 付 
给 甲 吕 元 ， 若 乙 要 求 摊牌 ， 则 乙 牌 小 时 须 付 甲 a 元 ， 乙 牌 大 时 
甲 须 付 乙 a 元 ， 牌 相同 时 不 分 胜 负 ， 在 甲 下 小 注 而 乙 下 大 注 时 
也 同样 。 

我 们 先 问 甲乙 双方 究 有 多 少 种 不 同 的 策略 可 到 ? 

甲 方 取 了 牌 以 后 ， 可 以 下 大 注 ， 也 可 以 下 小 注 。 如 果 甲 下 
小 注 而 发 现 对 方 下 大 注 时 ， 甲 可 以 要 求 排 牌 或 是 认输 ， 因 此 总 
起 来 有 三 种 可 能 的 情形 。 所 谓 甲 的 一 个 “策略 ?>， 乃 是 甲 所 有 可 
能 发 生 的 情况 都 决定 了 如 何 应 付 的 一 个 全 盘 的 方针 。 也 就 是 对 
每 5 张 选取 的 牌 都 必须 考虑 到 三 种 应 付 方法 的 一 种 ,因为 从 52 
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张 扑 克 牌 中 选取 5 张 共有 Css =2,598,960 种 方法 ， 所 以 甲 的 
策略 总 数 = 3?,5*,?%0。 乙 的 策略 总 数 也 是 一 样 。 我 们 的 问题 是 ， 
甲乙 在 这 许多 策略 中 如 何 选 出 “最 好 ”的 策略 来 。 

试 再 以 下 横 为 例 ， 所 谓 奕 者 的 一 个 策略 ， 乃 是 指 从 局 始 到 
局 终 就 各 种 可 能 出 现 的 情况 都 决定 了 应 付 之 道 的 一 个 全 盘 的 方 
针 。 自 然 ， 在 所 有 常见 的 棋 中 ， 这 样 的 策略 的 总 数 都 是 一 个 象 
恒 河 沙 那样 的 大 数 ， 但 总 是 一 个 有 限 的 整数 。 所 谓 下 棋 下 得 高 ， 
就 是 善于 在 那 恒 河 沙 数 的 策略 中 尽 可 能 选 出 较 好 的 策略 来 。 

虽然 我 们 举 的 两 个 例子 一 “ 博 ” 一 “ 奕 "， 在 表面 上 似乎 至 
多 只 能 是 游戏 一 类 的 数学 问题 ， 可 是 就 在 那些 例子 里 ， 就 有 一 
些 因素 是 值得 注意 的 : 不 论 是 博 是 奕 ， 都 有 对 立 的 两 方 进行 竞 
赛 ， 这 种 竞赛 不 仅 有 竞 而 且 有 争 ， 这 种 对 立 的 竞争 ， 不 仅 出 现 
在 博 奕 中 ， 在 实际 生活 〈 例 如 体育 竞赛 )， 军 事 作战 中 ,也 都 处 
处 可 见 ， 博 奕 只 是 提供 了 这 方面 较 显 著 也 较 简单 因 之 较 易 分 析 
掌握 的 实例 ， 成 为 现在 所 谓 博 奕 论 思 考 问 题 时 简单 而 具体 的 模 
型 而 已 。 事 实 上 ， 就 在 E. Borel 在 1921 年 及 其 以 后 的 一 些 博 
奕 早期 著作 中 ， 就 已 指出 这 方面 的 理论 可 能 在 商业 ,经 济 其 
至 军事 上 开阔 应 用 数学 方法 的 新 途径 。E. Borel 还 就 在 这 方面 
举 了 一 些 例子 ， 下 面 是 其 中 的 一 个 ; 

有 甲乙 两 支 军 队 ， 在 三 个 战场 上 作战 ， 每 个 战场 上 双方 兵 
数 相同 ， 相 持 不 下 ， 此 外 甲乙 都 拥有 15 个 团 的 兵力 作为 后 备 
部 队 。 问 题 是 甲乙 将 后 备 部 队 向 各 个 战场 增援 时 ， 应 如 何 分 配 
兵力 (以 团 为 单位 ) 可 使 在 尽 可 能 多 的 战场 上 取得 优势 ， 战 胜 
敌人 。 在 这 个 问题 中 ， 甲 乙 有 多 少 策略 可 取 ， 应 用 组 合 排列 是 
很 容易 算出 的 ， 

在 已 举 的 三 个 例子 中 ， 如 果 甲 乙 都 取 定 了 策略 ， 不 论 是 好 
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是 坏 ， 那 么 在 每 一 个 具体 的 “ 博 奕 ”过 程 中 ， 胜 负 的 情况 就 完 
全 确定 了 ， 这 个 胜 负 的 情况 ， 在 简单 的 场合 ， 可 以 用 一 个 数 表 
示 出 来 ， 例 如 在 扑克 一 例 中 ， 可 用 乙 应 付 甲 的 元 数 来 表示 。 在 
下 棋 一 例 中 ， 不 妨 在 甲 胜 时 以 +1L 表 示 ， 甲 负 时 以 一 工 表示 ,和 
棋 则 以 0 表示 ，+1，- 1 与 0 三 数 也 可 以 看 做 乙 应 付 给 甲 的 
数 ， 虽 然 这 些 数 的 规定 是 有 些 任意 的 。 在 军队 作战 的 例 中 ， 也 
可 以 用 一 个 数 来 表示 胜 负 程 度 ， 这 样 做 虽然 把 问题 简单 化 了 ， 
但 对 于 问题 的 实质 是 并 无 损害 的 。 

综合 上 述 ， 我们 可 以 提出 这 样 一 个 “ 博 奕 ”问题 ， 

甲乙 双方 进行 某 种 “ 博 奕 >， 其 中 甲 有 ? 种 策略 可 取 ， 命 之 
为 钙 ，…yE， 乙 有 mm 种 策略 可 取 ， 命 之 为 全 "nm 。 在 甲 取 策 
略 生 ， 乙 取 策略 才 时 ， 乙 应 付 与 甲 cj。 问题 是 ， 甲乙 应 取 何 
种 策略 ， 对 甲乙 说 来 都 可 以 认为 “最 好 ?? 

试 先 就 甲 方 来 考虑 这 一 问题 ， 设 甲 先 取 策略 所 ， 乙 方 必 
取 一 策略 使 乙 付 与 甲 的 值 为 最 小 ， 因 之 甲 在 这 时 只 希望 获得 
Min 因 之 ,就 甲 方 而 言 ， 他 应 选取 这 样 的 一 个 策 略 己 ， 使 


相应 的 Min oi 有 最 大 值 。 这 时 甲 所 能 从 乙方 取得 的 值 为 Max 
Min 0i= Ve。 对 甲 最 合适 的 策略 为 符合 条 件 Min qi = Ye 的 策 


略 与 ， 暂 时 可 称 为 甲 的 最 好 策略 。 
次 就 乙方 考虑 ， 设 乙 选取 策略 芒 ， 则 甲 必 将 取 一 策略 ， 使 
甲 从 乙 取 得 的 值 为 最 大 ， 因 之 乙 在 此 时 须 付 与 甲 Max ou 故 训 


乙方 而 言 ， 他 应 选取 这 样 的 一 个 策略 全 使 相应 的 Max qi 有 最 
小 值 ， 这 时 他 付 与 甲 方 的 值 为 Min Max ai = Vz， 对 乙 最 合适 
的 策略 为 符合 条 件 Max ai = Vz 的 策略 四， 暂时 可 称 为 乙 的 最 
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好 策略 。 

因为 对 任意 挟 ， 大 有 

Min au<an< Max Qijy 
故 有 
Max Min au< Min Max ij 

或 即 Vm<Vz 

今 先 设 Vn=Vz。 

此 时 设 甲乙 各 自选 取 上 面 所 说 他 们 所 认为 的 最 好 策 赂 ， 设 
为 如 与 四， 则 应 有 

Vea= Min ar;<axi, 


Vz = Max ai 三 Gkry 
党 


合 之 得 Va<an<Vzo 
由 Va=Vz 得 

Van=Vz= ako 
故 乙 方 应 支付 甲 方 的 值 ce， 在 甲 方 说 来 这 是 他 所 能 期 望 得 到 
的 最 大 值 。 在 乙方 说 来 ， 也 是 他 所 期 望 支 出 的 最 小 值 ， 故 
ss， 办 确 合 于 策略 “最 好 ”的 要 求 。 


但 一 般 来 说 ， 亦 可 有 
Ve<Vz 。 
这 时 由 Vn<an<Vz， 
知 至 少 有 an 和 Vs， 
或 QHL<Yz。 


在 前 一 情形 ， 乙 所 支付 与 甲 的 值 a 将 较 甲 所 预期 获得 的 最 大 

值 Yes 为 大 ， 换 言 之 ， 所 谓 乙 的 “最 好 ?策略 人 实际 上 对 乙 说 

来 并 非 “最 好 ”。 同 样 ， 在 后 一 情形 cu<VYz 时 ， 甲 从 乙 所 取得 
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的 值 ou 将 较 乙 所 预期 支付 与 甲 的 值 Yz 为 小 ， 换 言 之 ， 所 谓 甲 
的 “最 好 ”策略 &， 实 际 上 对 甲 说 来 并 非 “ 最 好 ”。 

由 此 可 知 ， 在 Vn=Vz 时 ， 上 述 博 奕 是 完全 确定 的 ， 甲 乙 
双方 各 知 应 如 何 选 择 最 好 的 策略 以 进行 这 一 博 奕 ， 但 在 相反 情 
形 则 甲乙 将 有 不 知 应 如 何 选择 策略 始 为 适当 之 感 。 

为 了 解除 这 一 困难 ,E. Borel 与 Von Neumann 引进 了 “ 泥 
合 策略 ”的 概念 ， 而 进行 如 下 考虑 : 

先 就 甲 方 来 说 ， 甲 方 可 以 不 简单 地 从 可 能 策略 6&1，… ,6 
中 选取 其 一 ， 而 可 以 概率 xi 选取 6&1，,…, 概 率 xn 选取 6n， 此 处 


加之 0， 了 2 和 = 1。 例 如 当 同一 博 诡 进行 无 数 次 时 ,xy…ixn 各 


可 视 为 选取 策略 对 ，… 人 的 频率 ， 如 果 只 就 一 次 博 奕 而 言 ， 
则 x1，,…，xn 可 表示 甲 对 各 该 策略 的 偏爱 或 重视 程度 。 
同样 ， 乙 方 也 可 以 概率 % 选取 h,… ,概率 ym 选取 了 m， 此 


处 2%>0， 之 ,7%m=1。 


我 们 将 称 概率 分 布 (x:，…,xn》 为 甲 的 一 个 混合 策略 ， 概 
率 分 布 (Yi，… ,ym) 为 乙 的 一 个 混合 策略 ， 甲 方 一 切 可 能 的 混 
合 策略 所 成 集合 将 记 为 sg， 同样 有 sz 。 

于 是 问题 成 为 : 

甲乙 应 取 何 种 混合 策略 ， 对 甲乙 说 来 都 认为 最 好 ? 

与 前 进行 同样 考虑 如 下 ， 

设 甲 选取 混合 策略 x= (x,…，,xn)， 乙 选取 混合 策略 y= 
(5 和 3m)， 则 乙 应 付 与 甲 的 数学 期 望 显然 应 为 

E(x,y) = 2 aax0j 。 
jo 
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今 就 甲 方 来 说 ， 设 甲 先 取 混合 策略 x= (xi…，xn)， 乙 必 
将 先 取 一 混合 策略 使 乙 付 与 甲 的 值 〈 指 数学 期 望 ) 为 最 小 ， 因 
之 甲 在 此 时 只 能 希望 获得 : Min E(x,y)， 因 之 ， 就 甲 方 而 言 ， 
他 应 选取 这 样 的 一 个 混合 策略 x， 使 相应 的 Min, E(x,y) 有 最 


大 值 ， 这 时 他 所 能 从 乙方 取得 的 值 为 
Max Min E(x,y) = Yo 


满足 Min Ex) = Vn 
vesz, 

的 混合 策略 xE sg 将 称 为 甲 方 的 最 好 策略 。 

同样 ， 就 乙方 来 说 ， 他 所 期 望 能 付 与 甲 的 最 小 值 为 ， 

Min, Mer EO) Vz, 
ve sz x*€ 

满足 Max E(x, 站 Vi 
x 5 用 

的 混合 策略 >E sz 将 称 为 乙方 的 最 好 策略 。 


与 前 同样 应 有 
Max Min BS Min x E(x,y), 


Xx€ S 甲 ves 

即 Vee o 
在 Vn=Vz 时 ， 甲 乙 各 可 选择 “最 好 ”策略 以 进行 博 奕 ， 若 Vs 
<Vyz 则 和 否 。 

与 前 不 同 ， 在 此 时 可 证 明 恒 有 

Van= Vz 

此 即 Von Neumann 关于 《 零 和 二 人 博 奕 的 基本 定理 ， 今 详细 
分 述 此 定理 如 下 ， 

基本 定理 ” 设 甲 有 n 种 策略 可 取 ，61,…,En。 乙 有 m 种 策 
略 可 取 : 7，…，Wm。 在 甲 取 策 略 皇 。 乙 取 策 略 轨 时 ， 乙 应 付 与 
甲 ai; 在 甲 取 混合 策略 x = (xiyxz,…，xn)， 乙 取 混 合 策略 y = (V1, 
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pm)( 此 处 % 志 0, 忆 xi =1,3y 志 0,Zoi=1 或 xEseyEsz) 时 ， 
乙 应 付 与 甲 的 数学 期 望 为 
E(x,y) = 了， aij xiYj, (1) 


1 < ca 
icjem 


则 有 
Max MinE(x,y) = Min Max E(x,y)。 (2) 
乙 vesz, xE3 甲 


xES 用 1ES 

注 这 定理 中 甲乙 开始 时 所 能 取 的 策略 61,…，6, 与 人 l，…m 各 
称 为 甲 与 乙 的 纯正 策略 。 

这 一 定理 是 博 奕 论 的 基石 ， 定 理 首 先 为 E. Borel 所 提出 ， 
混合 策略 的 概念 也 是 E. Borel 所 首先 引入 的 。 但 Borel 只 能 
证 明 一 些 简单 的 特例 。 完 全 的 证 明 首 先 为 J.von Neumann 所 
得 ， 发 表 于 1928 年 的 Mathematische Annalen 中 , 博 奕 论 的 
诞生 ， 可 以 说 由 这 一 篇 短文 开始 。Von Neumann 并 先后 提供 
了 四 个 方法 各 不 相同 的 证 明 : 

第 一 证 明 发 表 于 1928 年 ， 依 据 实 变 函数 论 的 一 些 简单 知 
识 。 

第 二 证 明 发 表 于 1937 年 ， 依 据 拓扑 学 中 的 Bronwer 的 定 
点 定理 。 

第 三 证 明 发 表 于 1947 年 ， 应 用 上 同体 理论 的 一 些 基 本 知识 。 

第 四 证 明 发 表 于 1950 年 ， 应 用 了 常 微分 方程 。 

其 中 第 三 证 明 最 为 简短 与 初 浅 ， 其 前 身 是 J. Ville 应 用 凸 
体 理论 的 一 个 初等 证 明 (1938 年 )， 其 它 三 个 证 明 都 不 能 算是 
初等 的 。 尤 其 是 第 一 证 明 ， 记 依据 的 虽 只 是 实 变 函 数论 中 一 些 
最 简单 的 概念 ， 函数 的 连续 性 与 半 连 续 性 ， 但 推理 颇 为 繁复 ， 
分 述 宛 长 。 虽 然 如 此 ， 第 二 证 明 系 从 第 一 证 明 演变 而 来 ,其 次 ， 
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第 一 证 明 的 思路 比较 清楚 ， 证 明 方 法 ， 也 可 以 说 是 很 自然 的 ， 
与 其 它 几 个 证 明之 尽管 简短 巧妙， 但 颇 为 突 元 者 不 同 。 最 后 ， 
第 一 证 明 所 证 者 实际 上 较 上 述 基本 定理 所 包含 者 为 广 ， 而 这 个 
内 容 较 广 的 定理 在 有 一 些 博 突 论 在 经 济 上 的 应 用 中 也 是 要 用 到 
的 。 因 此 下 面 将 对 这 第 一 证 明 参 照 第 二 证 明 作 一 轮廓 介绍 ， 有 
些 略 去 的 论证 补 进去 也 并 不 困难 ， 读 首 可 自 为 之 。 

我 们 把 欧 氏 空间 中 的 一 个 点 集 叫做 本 的， 如 果 对 集中 任意 
两 点 ， 连 结 它们 的 线段 也 全 在 这 一 点 集 里 面 。 例 如 贺 的 内 部 与 
边界 所 成 的 点 集 ， 一 个 三 角形 或 四 面体 的 内 部 与 边界 所 成 的 点 
集 都 是 凸 集 。 假 设 * 是 一 个 维 欧 氏 空 间 R, 中 的 一 个 凸 集 , 了 
是 一 个 m 维 欧 氏 空间 Rn 中 的 一 个 凸 集 ,f(x,») 是 定义 在 XxY 
上 的 一 个 函数 ， 即 对 每 一 xEX 与 "EY, 有 一 值 f(xyy) 与 之 对 
应 。 我 们 说 f(x,y) 是 XxY 上 的 一 个 K 一 函数 ， 如 果 对 任意 ? 
EY 与 任 一 实数 a， 满 足 f(x,y) 之 a 的 和 中 一 切 点 x 成 一 凸 集 ， 
又 对 任意 xEX 与 任 一 实数 a。， 满 足 1(x,)<e 的 Y 中 一 切 点 
> 也 成 一 凸 集 。 容 易 看 出 ， 如 果 Rn 的 坐标 系统 是 (xiy…yxn)， 
Y 中 的 坐标 系统 是 (94，… ,yn)， 那么 XxY 上任 一 对 X19 Xny 
而 言 是 线性 ， 又 对 (y,，,… ,ym) 而 言 也 是 线性 的 记 谓 双 线性 函数 
1(xs>)， 必 是 芳 x 了 上 的 一 个 连续 的 KK- 函数 。 于 是 Von Ne- 
umann 所 证 明 的 内 容 较 广 的 定理 可 述 如 下 。 

定理 如 果 X，Y 各 表 网 氏 空间 Rs 与 Ra 中 的 下 述 凸 体 ， 


XX: Xi 0 ,Xn0, Xit "+xn=1, } (3) 


Y: V0 ,Yn0, Vt + Yn= 1 


其 中 (xb ,Xxn) 与 (71，… ,Ym) 各 是 Rr 与 Rn 中 的 坐标 ， 又 f(x， 
》) 是 XxY 上 的 任意 连续 kK- 函数 ， 则 必 有 
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Max Min f(x,y)=Min Max f(x,y)。 (4) 
时 yer xEX 


rEX ve 


特别 设 1(x,y) 为 XxXY 上 的 双 线 性 函数 E(x,y) = 了 oj xi Yj， 


即 得 博 奕 论 的 基本 定理 。 

Von Neumann 的 证 明 主要 分 成 两 步 , 先 证 明 n=m=2 时 
的 特殊 情形 ， 这 相当 于 博 奕 中 甲乙 双方 都 只 有 两 个 纯正 策略 可 
取 的 情形 ， 其 次 再 把 一 般 的 情形 归结 到 这 个 特殊 情形 。 

先 考虑 n=m=2 的 特殊 情形 。 这 时 X 由 Xx! 宇 0，xs 之 0，xi 
+X,= 1 所定。 因此 置 x! =& 时 ,X 实际 上 相当 于 一 个 线段 0 二 
5&6 三 1。 同样 置 y》=7, 则 Y 相当 于 线段 0<n<1, 而 XxY 上 的 连 
续 开 -函数 f(x,y)， 也 就 成 为 正方 形 4A; 0<é&<1,，0<7n<1 上 
的 一 个 连续 天 -函数 8(&,1) 。 由 于 函数 8 的 连续 性 ,对 于 每 一 个 
&，0<E<1, 使 8(&, 0D =Min 8(&,) 的 值 1 必 然 存在 , 命 这 
些 所 成 的 点 集 为 K;。 又 命 U 是 正方 形 A 中 一 切 点 (&,1) 所 成 
的 点 集 ， 这 里 0<&<1， 而 1EKs。 同 样 对 任意 9,0<?<1， 命 
满足 g(E,m) = Max 8(&,7) 的 一 切 值 的 点 集 为 L,( 这 样 的 5 必 
存在 )。 又 命 V 是 正方 形 A 中 一 切 点 (&,m) 所 成 的 点 集 ， 这 里 
0<n<1， 而 &E€L,。 由 于 g 是 连续 的 -函数 ， 可 以 证 明 Ke， 
,都 是 闭 线段 (也 可 以 缩 成 一 点 )。 又 局 与 了 都 是 “ 闭 ” 点 集 ， 
即 芯 与 了 各 含有 它 的 一 切 极限 点 。 

从 直觉 可 以 推测 U 与 V 应 有 公共 交点 ( 见 附 图 )， 事 实 上 确 
实 上 确 是 如 此 。 这 一 点 可 以 直接 从 拓扑 中 的 Bronwer 定点 定 
理 导 出 ， 也 可 以 根据 实 变 函 数论 的 一 些 简单 事实 来 予以 证 明 。 
在 下 面 将 应 用 Bronwer 定理 来 证 明 它 。 

我 们 所 要 用 到 的 Bronwer 定点 定理 事实 上 只 是 这 个 定理 
的 下 述 特 殊 情 形 ， 假设 是 把 一 个 正方 形 映 到 它 自身 的 一 个 连 
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续 映 象 ， 换 言 之 ， 对 于 正方 形 的 每 一 点 2 ， 有 正方 形 中 的 -~- 点 
h(z) 与 之 对 应 ,而 在 点 ziyza，…，zn*… 收 敛 于 一 点 z 时 ，jh(zi)， 
h(z2)，…，h《zn)，… 也 收敛 于 h(z)。 在 这 样 的 假定 之 下 ，h 
必然 有 一 个 “定点 ”， 即 在 正方 形 中 有 一 点 zo， 使 K(zo) = zo 。 

现在 来 证 明 U 与 V 必 有 公共 交点 如 下 。 显 然 在 正方 形 A 中 
但 不 在 口中 的 点 构成 两 个 不 相交 开 集 Uo 与 Us 的 和 和 集 ,此 处 U。 
不 含有 边 9= 1 上 的 点 ，Ui 不 含有 ?= 0 上 的 点 。 同 样 在 正方 
形 A 中 但 不 在 V 中 的 点 也 构成 两 个 不 相交 开 集 WV 与 Vi 的 和 
集 ， 此 处 Vo 不 仿 边 5=1 上 的 点 ，Vi 不 含 边 &=0 上 的 点 。 这 
里 的 Uo。，U1，Vo，Vi 也 可 能 是 空 集 ， 但 对 我 们 的 论证 无 关 紧 
要 。 对 于 中 的 任 一 点 +， 命 4(z,U) 与 4(z,V) 各 表 z 至 点 
集 U0U 与 V 的 距离 ， 即 4(z,U)[ 或 a(z,V)] 是 z 至 U (或 V) 中 
各 点 的 距离 的 下 确 界 。 由 于 是 闲 集 ，d(z,U) 同 时 也 是 ?至 
中 各 点 的 距离 的 最 小 值 。 当 zEU 时 ，d(z,U) =0， 当 z 不 
EU 时 ，d(z,U)>0。 对 d(z,VY) 来 说 也 同样 。 今 对 正 方形 A 
中 每 一 点 zx 作 一 起 点 在 z 的 一 个 矢量 v(z), 使 它 沿 5 与 1 方 
向 的 分 量 各 为 土 4(z,0U) 与 +4d(z,V), 这 里 土 号 的 取舍 如 下 当 
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z 在 Uo( 或 Vo) 中 时 ，d(z,U)( 或 d(z,V)) 前 取 + 号 ， 当 z 在 
Ui( 或 Vi) 中 时 ，d(z,U)( 或 4(z,V )) 前 取 - 号 。 命 矢量 v(z) 
的 端点 为 h(z)， 则 由 关于 K:,， LI 与 U,V 的 已 知性 质 ,不 难 知 
h(z) 也 在 正方 形 A 中 。 且 是 一 个 连续 映 象 ,由 前 述 Bronwer 
定理 ， 在 A 中 必 有 一 点 z* 使 h(z*)=z*, 也 就 0(z*)=0, 或 
d(z*,U)=d(z*,V)=0。 因 之 z*EU 也 EV, 或 U,V 有 公共 
交点 z*。 

记 这 一 共 公交 点 z* 为 (上 1*)， 则 按 避 与 VY 的 定义 有 8 
(6*,1*) = Min 8(&*,), 8(é*,n*) = Max g(é,*)。 由 此 得 


Max Min 8(&,)> Min EC 


Oxi<10 cne1 
=8(E*,n*)=Max g(£,7n*) 
0<5<1 


>Min Max g(£,"7)。 


0<n<10<sel 


另 一 方面 易 知 有 
Max Min 8(é,n) <Min Max g(E,7)o。 
Oct<1 0<q<1l On<1 0<s<1l 

合 之 得 


Max Min B(E,7) = Min Ma B(E,1)o 


Oi<1 Oc<n< 
这 也 就 是 前 面 的 (4) 式 。 这 证 明了 n=m=2 时 的 情形 。 
在 一 般 情 形 ， 由 (3) 式 可 将 xn=1 一 x1 一 … 一 Xn-1 与 Yn= 
1 一 一 … 一 Yn 代入 (x,y) 得 一 函数 8(X,y), 这 里 的 X= (xi 
Xl) 与 9= (1，… Yn-i) 各 展开 与 区 域 
Ki: 0 Knit0, Xt +Xni<l, 与 Y: Wi>0, , 
Yn 之 0， 了 P+ 二 Yn- 二 1 之 上 ， 所 要 证 明 的 (4) 式 就 变 成 


Ma M Min g(x,9) = Min Max BCX,9), (5) 
E43 了 6 


其 中 8&8 也 是 六 xY 上 的 一 个 连续 Kk- 函数。 
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在 (5) 式 中 求 最 大 值 与 最 小 值 的 符号 Max 与 Min 可 以 看 做 
一 个 所 谓 运算 于 ,其 作用 是 把 一 个 冰 数 变 成 另 一 个 西数 ,只 是 本 
数 的 变数 减少 了 ， 就 旬 偏 和 分 天 或 积分 | …ax 之 类 记号 的 作 


用 一 样 。 显 然 ， 在 求 xXEX 函数 的 最 大 值 时 ， 可 依次 对 xn-1， 
Xn-2，…，Xi 求 最 大 值 ， 换 言 之 运算 子 Max 可 以 分 解 成 若干 
个 运算 子 的 “ 积 ”。 


Max = Maxx, Maxx,*.* MaXx,n-1, 
EX 


同样 有 

Min = Miny, Miny:…Minyn-io 
容易 证 明 把 Maxxj 或 Miny; 作用 在 一 个 连续 K- 函 数 上 ， 所 得 
的 也 是 一 个 连续 天 -函数 ,虽然 所 得 的 函数 的 变数 已 减少 且 定义 
域 也 已 改变 。 根 据 已 证 明 的 特殊 情形 ， 作 用 于 这 函数 上 应 
有 

MaxxiMinyij = MinyijMaxxi 。 

(作用 在 一 般 的 函数 上 时 ， 这 个 式 子 是 不 对 的 ) 

在 MaxMin 8(X,9) = Maxz Maxx ,Miny， 
Miny,…Minyn-18(x,9) 中 ， 我 们 可 将 中 间 两 运 算 子 Maxxn_4， 
Min,, 交换 (看 做 作用 在 函数 Miny,…Miny,_,g(x,y) 上 ); 其 次 
交换 Maxxn. 与 Miny,， 等 等 ， 最 后 得 

Miny…Minyw Maxx1…Maxxn_18 (x,9)。 因 之 得 (5) 式 ， 
也 就 是 (4) 式 。 

至 此 定理 已 完全 证 明 。 

有 了 上 面 这 一 条 定理 ,我 就 可 以 引入 这 样 一 些 概念 

(2) 式 左 右 两 边 的 公共 值 w” ， 我 们 叫做 博 奕 的 “ 值 。 
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矩阵 (ai) 叫 做 博 奕 的 “支付 函数 "。 

使 Min E(x*,y)=v 的 x*Esm 叫做 甲 的 “最 好 策略 ”， 

使 Max E(x,y*)=v 的 * Esz 叫 做 乙 的 “最 好 策略 ”。 

象 前 面 所 分 析 的 那样 ,这 里 的 最 好 策略 的 “最 好 ? 两 字 具 有 
下 述 意 义 ， 甲 取 任 一 最 好 策略 时 ， 不 论 乙 如 何 应 付 ， 甲 可 保证 
至 少 取得 v〈 取 得 的 值 是 指数 学 期 望 而 言 )， 若 取 别 的 策略 ， 则 
不 能 保证 取得 w， 同 样 ， 乙 取 任 一 最 好 策略 时 ， 不 论 甲 如 何 应 
付 ， 乙 可 保证 至 多 付出 v ， 若 取 别 的 策略 ， 则 不 能 保证 只 付出 
v。 因 此 ， 这 里 的 所 谓 最 好 策略 ， 确 实 是 当 得 起 “最 好 ”两 字 之 
称 的 。 

在 一 个 具体 的 博 奕 问题 中 ， 我 们 可 以 根据 上 述 定理 定 出 甲 
乙 双 方 的 最 好 策略 来 。 

对 前 面 所 举 扑 克 牌 打赌 的 例 来 说 ， 管 案 是 相当 繁复 的 。 大 
体 上 说 来 ， 如 果 拿 的 牌 相当 好 ， 就 应 该 出 大 注 ， 如 果 拿 的 牌 不 
够 好 ， 就 应 按照 一 定 的 概率 比例 不 规则 地 时 而 出 大 注 ， 时 而 出 
小 注 ， 在 出 小 注 而 遇见 对 方 出 大 注 时 ， 就 应 立刻 认输 而 从 来 不 
应 要 求 摊牌 。 究 竟 好 到 什么 程度 才 出 大 注 ， 在 不 够 好 时 出 大 注 
与 小 注 的 概率 比例 如 何 ， 都 可 以 精确 地 计算 出 来 。 

在 下 棋 例 中 ， 象 象棋 围棋 ， 各 人 下 子 时 对 于 两 人 过 去 所 
下 的 过 程 都 是 彼此 清楚 的 ， 对 这 一 类 的 棋 ，Zermelo 与 Von 
Neumann 曾经 证 明 ， 两 人 都 有 确定 的 纯正 策略 为 其 最 好 策略 。 
换 句 话说 ， 未 下 之 先 ， 两 人 的 胜 负 事实 上 早 就 已 经 判明 了 。 虽 
然 如 此 ， 爱 下 棋 的 同志 并 不 必 为 此 扫兴 ， 因 为 为 下 棋 的 (纯正 ) 
策略 有 便 河 沙 数 ，Zermelo-Von Neumann 定理 所 证 的 只 是 在 
这 恒 河 沙 数 的 策略 中 每 人 有 最 好 的 策略 存在 ， 但 要 从 恒 河 沙 数 
的 策略 中 真正 的 把 它 找 出 来 ， 即 使 是 最 好 的 国手 也 是 没 法 做 到 


275 


的 。 

对 于 军队 在 三 个 战场 上 作战 的 例子 来 说 ， 可 以 证 明 ， 把 全 
部 援军 开赴 同一 个 战场 ,或 者 把 援军 平均 分 配 与 三 个 战场 ,都 是 
拙劣 的 战略 ,应 该 了 予以 扎 弃 。 最 值得 考虑 的 战略 是 把 全 部 兵力 开 
赴 两 个 战场 ， 其 分 配 是 10 个 团 与 5 个 团 , 或 9 个 团 ,与 6 个 团 ， 
或 8 个 团 ， 与 7 个 团 , 至 于 11 个 团 与 4 个 团 的 分 配 就 是 一 个 拙 
劣 的 战略 了 。 其 次 值得 考虑 的 战略 是 依 下 面 的 比例 开赴 三 个 战 
场 ， (9,5,1)，(8,6,1)，(7,7,1)， 也 还 有 一 些 战 略 备考 .对 于 
各 个 不 同 战略 考虑 的 程度 ,可 以 用 概率 具体 表达 出 来 。 

在 这 里 ， 请 原谅 作者 忍 不 住 要 顺便 提 一 下 我 国 历史 上 一 个 
著名 的 故事 。 在 战国 时 , 齐 国 的 国王 与 齐 国 的 大 夫 田 尽 赛马 , 齐 
王 有 三 匹 好 马 ， 上 马 中 马 下 马 。 田 尽 也 有 三 匹 好 马 ， 上 马 中 马 
下 马 。 比 赛 分 三 次 进行 ， 每 赛 以 千金 作 赌 。 齐 王 的 马匹 都 各 
各 比 田鼠 的 好 ， 虽 然 马力 相差 不 多 。 和 看 来 田鼠 是 输 定 了 ， 可 是 
田鼠 的 门客 孙 肛 (大 家 知道 ， 这 是 中 国 历史 上 出 色 的 大 战略 家 ， 
是 传说 孙子 兵法 的 作者 ) 给 田鼠 出 了 一 个 主意 : 以 下 马 对 齐 
王 的 上 马 ， 而 以 上 马 对 齐 王 的 中 马 ， 中 马 对 齐 王 的 下 马 。 结 果 
田 尽 净 胜 千金 。 以 这 例 与 援军 分 配 的 例 相 较 , 虽然 繁 简 有 别 , 不 
同 之 处 甚 多 ， 但 ， 也 有 不 少 地 方 是 类 似 的 ， 就 策略 上 来 说 ， 两 
者 都 应 放弃 一 处 ， 而 争取 在 其 它 两 处 获胜 。 如 果 在 赛马 中 只 需 
要 一 些 常 识 上 的 推 项， 那么 在 援军 分 配 问题 中 就 不 能 不 借助 数 
学 来 作出 精确 地 判断 了 。 

我 们 也 可 以 应 用 博 奕 原理 论 来 考虑 诸如 此 类 的 许多 问题 ， 
飞机 对 军舰 的 追逐 ， 坦 克 的 作战 ， 等 等 。 自 然 我 们 只 能 考虑 
简 之 又 简 的 情况 ， 要 说 真正 能 对 实际 问题 发 挥 效果 ， 而 起 指导 
作用 ， 人 很 可 能 还 遥远 得 很 ， 甚 至 还 渺茫 得 很 ， 只 能 寄 希 望 于 未 
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来 。 但 如 果 我 们 想到 十 七 八 世纪 时 代 的 概率 论 是 怎样 一 个 面 
目 ， 而 现代 的 概率 论 又 怎样 广泛 地 被 应 用 于 自然 科学 ， 工 程 技 
术 ， 国 民 经 济 甚至 日 常生 活 之 中 ， 又 如 果 我 们 想到 博 奕 论 所 从 
事 的 对 立 现象 正 与 概率 论 所 从 事 的 随机 现象 同样 普遍 地 存在 于 
现实 世界 ， 那 么 博 奕 论 在 将 来 的 获得 广泛 应 用 ， 就 不 是 一 种 想 
入 非 非 的 猜测 了 。 认 实 上 博 奕 论 的 历史 只 有 三 十 来 年 《从 Von 
Neumesn 1928 年 的 工作 算 起 ), 可 是 已 经 出 现 了 不 少 应 用 ,特别 
值得 一 提 的 是 与 线性 规划 的 联系 以 及 在 统计 判决 理论 上 的 应 
用 。Von Neumann 本 人 还 曾 应 用 之 于 工作 的 分 配 问 题 ， 生 产 
系统 按 比 例 发 展 问题 ， 与 工厂 建 址 问题 ， 还 以 博 奕 论 为 基础 
发 展 了 描述 经 济 现象 与 社会 现象 的 一 个 数学 理论 。 虽 然 这 些 应 
用 的 深度 与 广度 值得 讨论 ， 有 的 应 用 (特别 在 经 济 学 上 的 应 用 》 
在 观点 上 是 根本 有 问题 的 ， 但 己 有 的 成 果 已 足以 鼓舞 人 们 去 作 
进一步 的 开拓 。 如 果 与 概率 作 一 比较 ， 在 十 七 八 世纪 的 概率 论 
仅 能 考虑 一 些 类 似 排列 组 合 的 简单 问题 ， 直 到 十 九 世 纪 下 半 世 
纪 才 证 明了 大 数 定律 并 被 成 功 地 应 用 于 气体 分 子 理论 与 热力 ， 
学 ， 至 于 概率 论 基础 的 奠定 ， 与 随机 过 程 理论 的 发 展 ， 还 是 近 
三 十 年 来 的 事 ， 中 间 经 历 的 路 程 是 漫长 而 曲折 的 ， 因 此 才 有 三 
十 年 历史 的 博 奕 论 ,内 容 不 多 就 不 足 怪 了 。 但 是 大 风 起 于 微 末 ， 
谁 又 能 武断 目前 还 是 微 末 的 博 奕 论 ， 不 在 将 来 蔚 为 大 风 呢 ? 
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数学 机 械 化 


数学 的 机 械 化 


十 六 、 七 世纪 以 来 ， 人 类 历史 上 经 历 了 一 场 史无前例 的 技 
林 革 命 ， 出 现 了 各 种 类 型 的 机 器 ， 取 代 各 种 形式 的 体力 劳动 ， 
使 人 类 进入 一 个 新 时 代 。 几 百年 后 的 今天 ， 正 如 敬爱 的 周 总 理 
早 在 1956 年 就 指出 的 那样 ， 电 子 计算 机 已 可 开始 有 条 件 地 代 
蔡 一 部 分 特定 的 脑力 劳动 ， 因 而 人 类 已 面临 另 一 场 更 宏伟 的 技 
术 革命 ， 处 在 又 一 个 新 时 代 的 前 夕 。 数 学 是 一 种 典型 的 脑力 
劳动 ， 它 在 这 一 场 新 的 技术 革命 中 ， 无 疑 将 扮演 一 个 重要 的 角 
色 。 为 了 了 解数 学 在 当前 这 场 革命 中 所 扮演 的 角色 ， 就 应 对 机 
器 的 作用 ,以 及 作为 数学 的 脑力 劳动 的 方式 ， 进 行 一 定 的 分 析 。 


一 、 什 么 是 数学 的 机 械 化 


不 论 是 机 器 代替 体力 劳动 ， 或 是 计算 机 代替 某 种 脑 力 劳 
动 ， 其 所 以 成 为 可 能 ， 关 键 在 于 所 需 代替 的 劳动 已 经 “机 械 
化 "， 也 就 是 说 已 实现 了 刻板 化 或 规格 化 。 正 因为 割 麦 、 浊 草 、 
纺 纱 织 布 的 动作 已 经 是 机 械 化 刻板 化 了 的 ， 因 而 可 据 以 造 出 割 
麦 机 、 浊 草 机 、 纺 纱 机 织 布 机 来 。 也 正 因为 加 减 乘 除开 方 等 运 
算 这 一 类 脑力 劳动 ， 几 千年 来 就 已 经 是 机 械 地 刻板 地 进行 的 ， 
才 有 可 能 使 得 十 七 世纪 的 法 国 数学 家 巴 斯 喀 ， 利 用 齿轮 传动 千 
出 了 第 一 台 机 械 计 算 机 一 一 加 法 机 ， 并 由 莱 布 尼 芯 改进 成 为 也 
能 进行 乘法 的 机 器 。 数 学 问题 的 机 械 化 ， 就 要 求 在 运算 或 证 明 
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过 程 中 ， 每 前 进一步 之 后 ， 都 有 一 个 确定 的 、 必 须 选 择 的 下 一 
步 ， 这 样 沿 着 一 条 有 规律 的 、 刻 板 的 道路 ， 一 直达 到 结论 。 

在 中 小 学 数学 的 范围 里 ， 就 有 着 不 少 已 经 机 械 化 了 的 课 
题 。 除 了 四 则 、 开 方 等 运算 外 ， 解 线性 联 立 方程 组 就 是 一 个 很 
好 的 例子 。 在 新 编 高 中 数学 课本 中 ， 介 绍 了 现代 数学 鼻祖 高 斯 
(德国 人 ，1777~1855〉 解 线性 方程 组 的 一 种 “消去 法 ”， 其 求 
解 过 程 是 一 个 按 一 定 程序 进行 的 计算 过 程 ,也 就 是 一 种 机 械 的 、 
刻板 的 过 程 。 根 据 这 一 过 程 编 成 程序 ， 由 电子 计算 机 付 详 实 
施 ， 就 可 以 不 仅 机 器 化 而 且 达 到 自动 化 ， 在 几 分 钟 内 求 出 一 个 
未 知 数 多 至 上 百 个 的 线性 方程 组 的 解答 来 、 这 在 手工 计算 自然 
是 不 可 能 的 。 如 果 用 手工 计算 ， 即 使 是 解 只 有 三 、 四 个 未 知 数 
的 方程 组 ， 也 将 是 繁琐 而 令 人 厌烦 的 。 现 代 化 的 国防 、 经 济 建 
设 中 ,大 量 出 现 的 例如 网 络 一 类 的 问题 ， 往 往 可 归结 为 求解 很 
多 未 知 数 的 线性 方程 组 。 这 使 得 已 经 机 械 化 了 的 线性 方程 解法 
在 四 个 现代 化 中 起 着 一 种 重要 作用 。 

即使 是 不 专门 研究 数学 的 人 们 ， 也 大 都 知道 ， 数 学 的 脑力 
劳动 有 两 种 主要 形式 ， 数 值 计 算 与 定理 证 明 (或 许 还 应 包括 公 
式 推导 ， 但 这 终究 是 次 要 的 )。 著 名 的 数理 逻辑 学 家 美国 洛克 
非 勒 大 学 教授 王 浩 先 生 在 一 篇 《向 机 械 化 数学 前 进 》 的 有 名 文 
章 中 ， 曾 列举 了 这 两 种 数学 脑力 劳动 的 若干 不 同 之 点 。 我 们 可 
以 简略 而 概括 地 把 它们 对 比 一 下 : 





计 算 证 明 
易 难 
繁 简 
刻板 灵活 


计算 ， 如 已 经 提 到 过 的 加 减 乘除 开 方 与 解 线性 方程 组 ， 其 
所 以 虽 繁 而 易 ， 根 本 原因 正在 于 它 已 经 机 械 化 。 而 证 明 的 巧 而 
难 ， 是 大 家 都 深 有 体会 的 ， 其 根本 原因 也 正在 于 它 并 没有 机 械 
化 。 例 如 ， 我 们 在 中 学 初等 几何 定理 的 证 明 中 ， 就 经 常 要 依靠 
诸如 直观 、 洞 察 、 经 验 ， 以 及 其 他 一 些 模糊 不 清 的 原则 ， 去 寻 
找 捷径 。 


二 、 从 证 明 的 机 械 化 到 机 器 证 明 


一 个 值得 提出 的 问题 是 ， 定 理 的 证 明 是 不 是 也 能 象 计算 那 
样机 械 化 ,因而 把 巧 而 难 的 证 明 , 化 为 计算 那样 昌 繁 而 易 的 劳动 
呢 ? 事实 上 ， 这 一 证 明 机 械 化 的 设想 ， 并 不 始 自 今 日 ， 它 早 就 
为 十 七 世纪 时 的 大 哲学 家 、 大 思想 家 和 大 数学 家 莱 布 尼 茨 所 具 
有 。 只 是 直到 十 九 世纪 末 ， 和 希 尔 伯 特 (德国 数 学 家 ，1862 一 
1943) 等 创立 并 发 展 了 数理 逻辑 以 来 ， 这 一 设想 才 有 了 明确 的 
数学 形式 。 又 由 于 四 十 年 代 电子 计算 机 的 出 现 ， 才 使 这 一 设想 
的 实现 有 了 现实 可 能 性 。 

从 本 世纪 二 、 三 十 年 代 以 来 ， 数 理 逻辑 学 家 们 对 于 定理 证 
明 机 械 化 的 可 能 性 ， 进 行 了 大 量 的 理论 探讨 ， 他 们 的 结果 大 都 
是 否定 的 。 例 如 哥 德 尔 〈Godel) 等 人 的 一 条 著名 定理 就 说 , 即 
使 看 来 最 简单 的 初等 数论 这 一 范围 ， 它 的 定理 证 明 的 机 械 化 也 
是 不 可 能 的 。 另 一 面 ，1950 年 波兰 数学 家 泰 斯 基 (Tarski) 则 
证 明了 初等 几何 (以 及 初等 代数 ) 这 一 范围 的 定理 证 明 ， 却 是 
可 以 机 械 化 的 。 只 是 泰 斯 基 的 结果 近 于 例外 ， 在 初等 几何 及 初 
等 代数 以 外 的 大 量 结果 都 是 反面 的 ， 即 机 械 化 是 不 可 能 的 。 

1956 年 以 来 美国 开始 了 利用 电子 计算 机 做 证 明定 理 的 党 

282 


试 。1959 年 王 浩 先生 设计 了 一 个 机 械 化 方法 ， 用 计算 机 证 明 
了 罗素 等 著 的 《数学 原理 》 这 一 经 典 著 作 中 的 几 百 条 定理 ， 只 
用 了 9 分钟， 在 数学 与 数理 逻辑 学 界 引 起 了 变动 。 有 一 时 机 器 
证 明 的 前 景 似乎 非常 乐观 。 例 如 1958 年 时 就 有 人 曾经 预测 :在 
10 年 之 内 计算 机 将 发 现 并 证 明 一 个 重要 的 数学 新 定理 。 还 有 
人 认为 ， 如 果 这 样 ， 则 不 仅 许多 著名 哲学 家 与 数学 家 如 庇 阿 
诺 、 怀 特 海 、 罗 素 、 希 尔 伯 特 以 及 杜 灵 等 人 的 梦想 得 以 实现 ， 
而 且 计算 将 成 为 科学 的 皇后 ， 人 类 的 主人 ! 

然而 ， 事情 的 发 展 却 并 不 如 预期 那样 美好 。 尽 管 在 1976 年 
时 ， 美 国 的 哈 肯 等 人 ， 在 高 速 计算 机 上 用 了 1,200 小 时 的 计算 
时 间 ， 解 决 了 数学 家 们 100 多 年 来 所 未 能 解决 的 一 个 著名 难题 
一 一 四 色 问 题 *， 因 此 而 友 动 一 时 ， 但 是 ， 这 只 能 说 明 计 算 机 
作为 定理 证 明 的 辅助 工具 有 着 巨大 潜力 ， 还 不 能 认为 这 样 的 证 
明 就 是 一 种 真正 的 机 器 证 明 。 用 王 浩 先 生 的 说 法 ， 哈 肯 等 关于 
四 色 定 理 的 证 明 是 一 种 使 用 计算 机 的 特例 机 证 ， 它 只 适用 于 四 
色 这 一 特殊 的 定理 ， 这 与 所 谓 基础 机 器 证 明之 能 适用 于 一 类 定 
理 者 有 别 。 后 者 才 真 正体 现 了 机 械 化 定理 证 明 ,进而 实现 机 器 证 
明 的 实质 。 另 一 面 , 在 真正 的 机 械 化 证 明 方面 ,虽然 泰 斯 基 在 理 
论 上 早已 证 明了 初等 几何 的 定理 证 明 是 能 机 械 化 的 ， 还 提出 了 
据 以 造 判定 机 也 即 是 证 明 机 的 设想 ， 但 实际 上 他 们 的 机 械 化 方 
法 非常 繁 ， 繁 到 不 可 收拾 ， 因 而 远 远 不 是 切实 可 行 的 。1976 年 
时 ， 美 国 做 了 许多 在 计算 机 上 证 明定 理 的 实验 ， 在 泰 斯 基 的 初 
等 几何 范围 内 ， 用 计算 机 所 能 证 明 的 只 是 一 些 近 于 同 义 反 复 的 


# 1852 年 英国 人 格 斯 里 克 (Guthric) 提 出 的 猜测 ; “就 地 图 着 色 而 言 ， 四 色 是 
足够 的 。 也 就 是 说 ， 对 于 任何 一 辐 地 图 着 色 ， 只 需 四 种 颜色 ， 就 足以 使 得 
所 有 相 邻 地 区 的 颜色 不 致 重复 。 
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“儿戏 式 ” 的 “定理 "。 因 此 ， 有 些 专家 曾经 发 出 过 这 样 悲观 的 
论调 ,如 果 专 依靠 机 器 ， 则 再 过 100 年 也 未 必 能 证 明 出 多 少 有 
意义 的 新 定理 来 。 


三 、 一 条 切实 可 行 的 道路 


1976 年 冬 ， 正 值 四 人 帮 垮 台 之 际 ， 我 们 开始 了 定理 证 明 
机 械 化 的 研究 。1977 年 春 取得 了 初步 成 果 , 证 明 初 等 几何 主要 
一 类 定理 的 证 明 可 以 机 械 化 。 在 理论 上 说 来 ,我 们 的 结果 已 包括 
在 泰 斯 基 的 定理 之 中 。 但 与 泰 斯 基 的 结果 不 同 ， 我 们 的 机 械 化 
方法 是 切实 可 行 的 ,即使 用 手 算 , 也 可 以 证 明 一 些 艰深 的 定理 。 

我 们 的 方法 主要 分 两 步 ， 第 一 步 是 引进 座 标 ， 然 后 把 需 证 
定理 中 的 假设 与 终结 部 分 都 用 座 标 间 的 代数 关系 来 表示 。 我 们 
记 考 虑 的 定理 局 限于 这 些 代数 关系 都 是 多 项 式 等 式 关 系 的 范 
围 ， 例 如 有 平行、 垂直 、 相 交 、 距 离 等 关系 都 是 如 此 。 这 一 步 可 
以 叫做 几何 的 代数 化 。 第 二 步 是 通过 代表 假设 的 多 项 式 关 系 把 
终结 多 项 式 中 的 座 标 逐个 消去 ， 如 果 消 去 的 结果 为 零 ， 即 表明 
定理 正确 ， 否 则 再 作 进 一 步 检查 。 这 一 步 完 全 是 代数 的 ， 即 用 
多 项 式 的 消 元 法 来 验证 。 

上 述 两 步 都 可 以 机 械 与 刻板 地 进行 。 根 据 我 们 的 机 械 化 方 
法 编 成 程序 ， 以 在 计算 机 上 实现 机 器 证 明 ， 并 无 实质 上 的 困 
难 。 事 实 上 数学 所 某 些 同 志 以 及 国外 的 王 浩 先生 都 曾 在 计算 机 
上 试行 过 。 我 们 自己 也 曾 在 国产 的 长 城 203 台式 机 上 证 明了 像 
西 姆 森 线 * 那 样 不 算 简单 的 定理 。1978 年 初 ， 我 们 又 证 明了 初 


# 从 圆周 上 任 一 点 向 贺 内 接 三 角形 的 三 条 边 散 垂 线 ， 三 垂 足 必 在 一 条 直线 上 ， 
这 条 直线 叫 西 姆 森 线 ， 这 条 定理 叫 西 姆 森 定理 。 
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等 微分 几何 中 主要 的 一 类 定理 证 明 也 可 以 机 械 化 。 而 且 这 种 机 
械 化 方法 也 是 切实 可 行 的 ， 并 据 此 用 手 算 证 明了 不 算 简单 的 一 
些 定 理 。 

从 我 们 的 工作 中 可 以 看 出 ， 定 理 的 机 械 化 证 明 ， 往 往 极度 
繁复 ， 与 通常 既 简 且 妙 的 证 明 形成 对 照 ， 这 种 以 量 的 复杂 来 换 
取 质 的 困难 ， 正 是 利用 计算 机 所 需要 的 。 

在 电子 计算 机 如 此 发 展 的 今天 ， 把 我 们 的 机 械 化 方法 在 计 
算 机 上 实现 不 仅 不 难 ， 而 且 有 一 台 微 型 的 台式 机 也 就 够 了 。 就 
像 我 们 曾经 使 用 过 的 长 城 203， 它 的 存 数 最 多 只 能 到 234 个 10 
进位 的 12 位 数 ， 就 已 能 用 以 证 明 西 姆 逊 线 那样 的 定 理 。 目 前 
内 存 简 单 的 所 谓 个 人 用 微型 机 ， 已 到 32K 以 至 64K 字 节 。 稍 
高 级 的 已 到 256K 以 至 400 多 KK 字 节 ,而且 随 着 超大 规模 集成 
电路 与 其 它 技术 的 出 现 与 改进 ， 微 型 机 将 愈 来 愈 小 型 化 而 内 存 
却 愈 来 愈 大 ， 功 能 愈 来 愈 多 ， 自 动 化 的 程度 也 愈 来 愈 高 。 用 不 
着 到 二 十 世纪 末 ， 这 一 类 方便 的 小 型 机 器 就 可 为 广大 群众 普遍 
使 用 。 它 们 不 仅 将 成 为 证 明 一 些 不 很 简单 的 定理 的 武器 ， 而且 
还 可 用 以 发 现 并 证 明 一 些 艰深 的 定理 ， 而 这 种 定理 的 发 现 与 证 
明 ， 在 数学 研究 手工 业 式 的 过 去 ， 将 是 不 可 想象 的 。 

应 该 指出 ， 目 前 我 们 所 能 证 明 的 定理 ， 局 限于 已 经 发 现 的 
机 械 化 方法 的 范围 ,例如 初等 几何 与 初等 微分 几何 之 内 。 而 如 何 
超出 与 扩大 这 些 机 械 化 的 范围 ， 则 是 今后 需要 探索 的 长 期 的 理 
论 性 工作 。 


四 、 历 史 的 启示 与 未 来 的 技术 革命 


作为 结束 ， 我 们 提出 几 点 看 法 。 
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首先 ， 成 功 的 机 械 化 方法 并 非 始 自 这 几 年 . 约 在 一 年 以 前 ， 
我 们 发 现 早 在 1899 年 出 版 的 希 尔 伯 特 的 经 典 名 著 《 几 何 基础 》 
中 ， 就 有 着 一 条 真正 的 正面 的 机 械 化 定理 : 初等 几何 中 只 涉及 
从 属 与 平行 关系 的 定理 证 明 可 以 机 械 化 。 当 然 ， 原 来 的 叙述 并 
不 是 以 机 械 化 的 语言 来 表达 的 ， 也 许 就 连 希 尔 伯 特 本 人 也 并 没 
有 对 这 一 定理 的 机 械 化 意义 有 明确 的 认识 ， 自 然 更 不 见得 有 其 
他 人 提 到 过 这 一 定理 的 机 械 化 内 容 。 希 尔 伯 特 这 一 名 著 是 以 公 
理化 的 典范 而 著称 于 世 的 ， 但 我 认为 ， 该 书 更 重要 之 处 ， 是 在 
于 提供 了 一 条 从 公理 化 出 发 ， 通 过 代数 化 以 到 达 机 械 化 的 道 
路 。 自 然 ， 处 于 希 尔 伯 特 以 及 其 后 数学 的 一 张 纸 一 支 笔 的 手工 
作业 时 代 里 ， 公 理化 的 思想 与 方法 得 到 足够 的 重视 与 充分 的 发 
展 ， 而 机 械 化 的 方向 与 意义 受到 数学 家 的 忽视 是 完全 可 以 理解 
的 。 但 在 电子 计算 机 已 日 益 普及 ， 因 而 繁琐 而 重复 的 大 量 计算 
己 成 为 不 足 道 的 现代 ， 机 械 化 的 思想 应 比 公理 化 思想 受到 更 大 
重视 ， 似 乎 是 合乎 实际 的 。 

其 次 应 该 着 重 措 出， 我 们 从 事 机 械 化 定理 证 明 工 作 获 得 成 
果 之 前 ,对 泰 斯 基 的 已 有 工作 并 无 接触 ， 更 没有 想到 希 尔 伯 特 
的 《几何 基础 》 会 与 机 械 化 有 任何 关系 。 我 们 是 在 中 国 古 代数 
学 的 启发 之 下 提出 问题 并 想 出 解决 办 法 来 的 。 

说 起 来 道理 也 很 简单 ， 中 国 的 古代 数学 基本 上 是 一 种 机 械 
化 的 数学 。 四 则 运算 与 开 方 的 机 械 化 算法 由 来 已 从。 汉 初 完成 
的 《 九 章 算术 》 中 ， 对 开平 立方 的 机 械 化 过 程 ,就 有 详细 说 明 ， 
到 宋代 更 发 展 到 高 次 代数 方程 求 数值 解 的 机 械 化 算法 。 在 《 九 
章 算术 》 中 还 有 着 各 种 线性 联 立方 程 组 的 问题 与 解法 以 及 正 负 
数 的 概念 ， 在 魏 晋 时 刘 微 的 《 九 章 算术 》 注 中 ， 说 明了 几 种 机 
被 的 消去 法 及 其 详细 的 机 械 化 算法 过 程 。 把 刘 注 的 说 明 列 成 图 
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表 ， 即 与 前 面 所 提 到 的 中 学 课本 中 所 列 高 斯 消去 法 的 那些 图 表 
无 异 ， 宋 代 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 中 ， 更 有 着 颇 为 繁复 的 算 题 与 详 
细 图 表 。 沈 康 身 同志 记 著 的 《中 国 数学 史 略 》， 在 这 方面 做 了 
详细 介绍 。 

在 宋 元 时 代 ， 我 国 就 创立 了 “天 元 术 ” ， 引 进 了 天 元 ,以 及 
天 元 、 地 元 、 人 元 、 物 元 等 相当 于 现代 未 知 数 的 概念 ， 把 许多 
问题 特别 是 几何 问题 转化 成 代数 方程 与 方程 组 的 求解 问题 。 这 
一 方法 用 于 几何 可 称 为 几何 的 代数 化 。 十 二 世纪 的 刘 益 将 新 
法 与 “十 法 ”比较 ， 称 “省 功 数 倍 ”。 与 之 相伴 而 生 ， 又 引进 
了 相当 于 现代 多 项 式 的 概念 ， 建 立 了 多 项 式 的 运算 法 则 和 消 元 
法 的 有 关 代 数 工 具 ， 使 几何 代数 化 的 方法 得 到 了 有 系 统 的 发 
展 ， 具 见于 宋 元 时 代 幸 以 保存 至 今 的 杨辉 、 李 冶 、 朱 世 杰 的 许 
多 著作 之 中 。 几 何 的 代数 化 是 解析 几何 的 前 身 ， 这 些 创造 使 我 
国 古代 数学 达到 了 又 一 个 高 峰 。 可 以 说 ， 当 时 我 国 已 到 达 了 解 
析 几 何 与 微 积分 的 大 门 ， 具 备 了 创立 这 些 数学 关键 领域 的 条 
件 ， 但 是 各 种 原因 使 我 们 数学 的 雄伟 步伐 就 在 这 些 大 门 之 前 停 
顿 下 来 。 几 百年 的 停顿 ， 使 我 们 这 个 古代 的 数学 大 国 在 近代 变 
成 了 数学 上 的 纯粹 入 超 国家 。 然 而 ， 我 国 古代 机 械 化 与 代数 化 
的 光辉 思想 和 伟大 成 就 是 无 法 磨灭 的 。 作 者 本 人 关于 数学 机 械 
化 的 研究 工作 ， 就 是 在 这 些 思想 与 成 就 启发 之 下 的 产物 ， 它 是 
我 国 自 《 九 章 算术 》 以 馆 宋 元 时 期 数学 的 直接 继承 。 

恩格斯 曾经 指出 ， 枪 炮 的 出 现 消除 了 体力 上 的 差别 ， 使 中 
世纪 的 骑士 阶级 从 此 消 声 匿 迹 ， 为 欧洲 从 封建 时 代 进 入 到 资本 
主义 时 代 准 备 了 条 件 。 近 年 有 些 计算 机 科学 家 指出 ， 个 人 用 计 
算 机 的 出 现 ， 其 冲击 作用 可 与 枪 炮 的 出 现 相 比 。 枪 炮 使 人 们 在 
体力 上 难 分 强 弱 ， 而 个 人 用 计算 机 将 使 人 们 在 智力 上 难 分 聪明 
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轧 鲁 。 又 有 人 对 数学 的 未 来 提出 看 法 ， 认 为 计算 机 的 出 现 ， 将 
使 数学 现在 一 张 纸 一 支 笔 的 方法 ， 在 历史 的 长 河中 ， 无 异 于 石 
器 时 代 的 工业 方法 。 今 天 的 数学 家 们 ， 不 得 不 面 对 计算 机 的 挑 
战 ， 但 是 ， 也 不 必 亡 自 菲 薄 。 大 量 繁复 的 事情 交 给 计算 机 去 做 
了 ， 人 脑 将 仍然 从 事 富有 创造 性 的 劳动 。 

我 国 在 体力 劳动 的 机 械 化 革命 中 曾经 掉队 ， 以 致 造成 现在 
的 落后 状态 。 在 当前 新 的 一 场 脑力 劳动 的 机 械 化 革命 中 ， 我 们 
不 能 重申 覆 略 。 数 学 是 一 种 典型 的 脑力 劳动 ， 它 的 机 械 化 有 着 
许多 其 它 类 型 脑力 劳动 所 不 及 的 有 利 条件 。 周 总 理 的 遗愿 ， 我 
国 古 代数 学 的 光辉 ， 都 鼓舞 着 我 们 为 实现 数学 的 机 械 化 ， 在 某 
种 意义 上 也 可 以 说 是 真正 的 现代 化 而 勇往直前 。 





几何 定理 的 机 器 证 明 


用 机 械 方 法 证 明定 理 的 思想 ， 可 以 远 溯 至 十 七 世纪 的 莱 布 
尼 效 ， 在 本 世纪 内 ， 已 经 由 希 尔 伯 特 的 数理 逻辑 学 派 和 他 的 学 
生 们 用 精确 的 数学 形式 表述 出 来 。 这 问题 的 实质 在 于 ， 把 通常 
数学 证 明 中 记 固 有 的 质 的 困难 性 ， 代 之 以 用 算法 方式 使 证 明 过 
程 标准 化 而 造成 的 计算 中 的 量 的 复杂 性 。 这 种 属于 计算 的 量 的 
复杂 性 过 去 是 人 力 所 不 可 及 的 ， 而 现在 由 于 计算 机 的 产生 和 迅 
速 发 展 ， 已 经 变 得 越 来 越 微 不 足 道 了 。 但 是 ， 虽 然 经 过 了 巨大 
的 努力 ， 这 方面 的 研究 却 时 常 得 到 否定 的 结果 ， 即 形成 不 可 判 
定 的 数学 理论 ， 要 举 一 个 著名 的 肯定 的 结果 ， 我 们 可 以 提 到 塔 
尔 斯 基 (Tarski) 用 机 械 方法 证 明 初等 几何 和 初等 代数 中 的 定 
理 的 方法 。 塔 尔 斯 基 的 方法 以 及 后 来 的 一 些 方法 在 很 大 程度 上 
是 以 斯 图 议定 理 的 推广 为 根据 的 ， 这 些 方法 仍旧 大 复 杂 ， 即 使 
用 计算 机 也 实现 不 了 。 关 于 在 美国 用 计算 机 所 作 实 验 及 所 得 结 
果 。 可 参阅 IEEE' s Trans 。on Computers，1976， 机 器 证 
明定 理 专 辑 中 的 一 些 论文 。 

1977 年 ， 作 者 发 现 了 一 种 方法 ， 它 所 根据 的 原理 与 塔 尔 
斯 基 等 人 所 用 的 完全 不 同 ， 用 了 这 种 方法 ， 可 以 用 机 械 方式 给 
出 很 难 的 几何 定理 的 证 明 。 后 来 这 方法 又 被 扩充 到 初等 微分 几 
何 ， 我 们 用 不 同 的 计算 机 编 了 程序 ， 作 了 试验 ， 本 文 是 关于 我 
们 记 用 方法 迄 今 为 止 用 计算 机 所 作 试 验 的 初步 报告 。 

现在 从 初等 几何 讲 起 。 为 举例 起 见 ， 我 们 求 考察 费 尔 巴赫 
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(Feuerbach) 定理 ， 这 定理 可 叙述 如 下 : 
三 角形 的 九 点 圆 与 它 的 4 个 内 切 和 旁 切 圆 相 切 。 
取 给 定 三 角形 的 3 个 顶点 为 〈2Ui2uisa)，i=1，2，3， 九 
点 圆 的 圆心 和 半径 为 《xs,xs) 和 xs， 内 切 贺 或 任 一 旁 切 圆 的 贺 
心 和 半径 为 《x6,Xxr) 和 xs 。 设 2x:，2xz，2xs 分 别 对 应 于 三 角 
形 的 3 条 边 的 长 度 ， 其 值 或 正 或 负 ， 依 照 所 证 情形 是 内 切 圆 或 
旁 切 圆 而 定 。 
为 简单 起 见 ， 设 * 
= 三 一 Mi i,j=1,.",6, 
Wu Ww 1 
2A=|u 1 1 | 
lu u 1 
Qi = 156L64U45 + WUse + Uz Ues 十 Wallas 一 2 (UUslse 
十 13UIM64 + LIU2145)， 
Bi= — Uzadaliz 一 &42123 一 UL52431 一 Wei12 十 2 (UsUeU23 
十 16L4L31 + Wassh12), 
Ca = [Useuosdss + Wa(U2? — Wa?) + Us (Us? — U1?) 
十 16(112 一 U2?)] + UseX2X3 + WesX3Xy + WasXiX2, 
By= Uda t+ Ui (Us 一 Me2) 十 Maz(M62 — Wa’) 


+ UlWs: — Ws?) 十 23X2X3 + ML312X3X1 + Mi2X1X29 


# 下 面 的 数据 并 不 是 用 机 械 自动 的 手续 得 来 而 是 经 过 某 些 推理 论证 以 及 一些 
人 答 化 得 来 ， 因 而 从 机 器 证 明 的 角度 来 说 并 不 完全 合适 。 这 是 由 于 当时 使 用 
的 计算 机 过 小 ， 自 动 化 程度 过 低 ， 作 者 对 计算 机 又 是 初次 使 用 ， 为 了 使 计 
算 量 不 致 超出 所 用 计算 机 的 范围 ， 采 了 到 了 这 样 的 办 法 。 事 实 上 ， 现 在 已 可 
编 成 程序 自动 地 把 几何 命题 中 的 几何 条 件 变 成 代数 数据 。 这 样 费 尔 巴 替 定 
理 的 机 器 证 明 从 几何 假设 到 证 明 完 毕 全 部 可 由 机 器 完成 ， 所 用 数 据 自然 与 
这 里 所 举 的 不 会 一 样 。 
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p= (Udiz + Wotas)X1 + (Wizl23 + Waslse) Xs 
+ (Waal3t + Usells4)X3 + X1X2X3o 


于 是 费 尔 巴 赫 定 理 的 假设 等 价 于 下 列 一 组 关系 式 (1)z， 


f1=Xx1* — U2? — uss’ = 0, 
f=X2 — U3? — Wes = 0» 
3=X3 — Ui? — Ws = 0» 
f=4Ax,—a1=0, 
(TDz4 fs=4Axs — B=0, 
fs=2Axs — 42=0, 
f1==2Ax; -B=0, 
fs=4Axs — XiX2X3 = 0» 
f=2Ax, + y=0。 





这 定理 的 结论 等 价 于 下 面 的 关系 式 : 
8 三 (Xe 一 Xo) 2 一 (X4 一 Xs5)2 一 (X6 一 X7)2= 0。 

最 后 ， 这 定理 的 真确 性 等 价 于 说 ， 当 A 关 0， 即 当 三 角形 是 非 
退化 的 ， 它 的 3 个 顶点 不 雪 塌 到 位 于 一 直线 上 时 ，g=0 就 是 
(Dz 的 一 个 形式 推论 。 

为 了 对 上 述 定理 作出 机 器 证 明 ， 我 们 先 指出 如 下 几 点 ， 

(1) 变数 出 可 当 作 参数 ， 这 相当 于 实际 上 在 所 有 几何 定 
理 中 通常 不 言 而 喻 地 假定 的 事实 ， 即 所 涉及 的 三 角形 是 一 个 一 
般 的 三 角形 ， 从 而 把 A= 0 的 退化 情形 排除 在 外 。 

(2) 变数 各 为 (1)r 中 具有 整 系数 的 代数 关系 式 所 约束 , 并 
且 每 次 一 个 地 相继 呈现 。 

(3) 方程 组 (1)s 定义 了 一 个 有 理 数 《或 实数 ) K 域 上 实 
6 维 的 代数 徐 Vr。 在 这 情形 中 ， 这 个 簇 是 不 可 约 的 ,， 它 具 有 
超越 次 数 为 6 的 一 般 点 《441，…,U,X1，,…,Xo)， 这 里 妇 是 未 定 
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元 ，% 是 代数 的 ， 由 方程 fi= 0 定义 。 

(4) 上 述 费 尔 巴 赫 定理 的 意义 就 是 说 在 代数 和 能 Vz 上 
8=0。 

这 个 情况 是 很 一 般 的 ， 上 列 各 点 可 以 应 用 于 初等 几何 中 的 
大 部 分 定理 。 

事实 上 ， 初 等 几何 中 凡是 只 包含 希 尔 伯 特 公理 系统 中 的 关 
联 公理 、 选 合 公理 和 平行 公理 而 不 包含 次 序 公理 和 连续 公理 的 
大 多 数 定理 ， 都 可 以 表述 成 下 面 的 形式 。 

所 述 定理 的 假设 用 下 式 给 出 《或 易于 变换 成 下 式 )， 

fi=CioX1™t + CiX1™ t+ + Cim =0, 
| 加 三 Cooxa272 + CX + 十 Coni=0， 
] oo 
\ fn= CwoXN™™N+ CNIXN™N 1 + ,+ CHmy = 06 
每 一 个 Cj 是 含有 一 些 未 定 元 或 参数 中，…，ta 以 及 变数 Xi1， 
Xi (i=1,…,N) 的 多 项 式 ， 具有 有 理 系 数 或 者 甚至 整 系 
数 。 需 要 证 明 的 结论 是 
g=0, 

其 中 8 是 含有 ww 入 的 多 项 式 ， 具有 有 理 系 数 或 者 甚至 整 系 
数 。 

于 是 这 定理 等 价 于 说 5= 0 是 在 

Cio¥0 

的 附加 条 件 下 关系 式 《1 的 形式 推论 。 这 附加 条 件 相 当 于 这 
样 的 事实 :我们 只 对 非 退 化 或 一 般 情 形 感 兴趣 。 问 题 是 要 设计 
出 一 种 方法 ， 使 我 们 能 用 可 行 的 机 械 方 式 判断 这 定理 的 真 伪 ， 
所 谓 可 行 ， 就 是 说 我 们 能 用 手 和 笔 ， 或 者 借助 于 不 太 大 的 电子 
计算 机 ， 在 不 太 长 的 时 间 内 完成 证 明 的 步骤 。 
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我 们 的 方法 进行 如 下 : 

将 g 依次 除 以 fn，fw-1，…,f1， 它 们 依次 被 当 作 xw,Xy-1， 
…，Xi 的 多 项 式 。 设 最 后 的 余 式 是 R， 使 我 们 得 到 下 面 这 样 的 
恒等式 (s; 宇 0)， 

Cyole Cror = DAifi+ R, 
其 中 A; 和 RR 是 w 和 x 的 多 项 式 ,， 具有 有 理 (或 整 ) 系数 ， 在 
每 一 个 x 中 RR 的 次 数 <m;。 把 (1) 当 作 基 域 K 上 代数 徐 V 的 
定义 方程 ， 于 是 我 们 的 方法 就 以 下 面 这 容易 证 明 并 且 几 乎 是 平 
凡 的 原理 为 基础 : 

原理 ”如 果 V 在 具有 真正 的 实 维 d( = 未 定 元 w 的 数目 ) 的 
K 域 中 不 可 约 (这 具有 明显 的 几何 意义 )， 那 末 作 为 多 项 式 的 
R=0 是 在 Cio 关 0 的 一 般 情形 中 定理 为 真 的 充 要 条 件 。 在 任何 
情况 下 ，R 三 0 是 使 一 般 情形 中 定理 为 真 的 充分 条 件 。 

我 们 应 用 了 上 述 原理 来 证 明 初等 几何 中 的 各 种 定理 ， 我 自 
己 用 的 是 HP98354 台式 计算 机 ， 陈 东 岳 用 的 是 Felix C-512 
计算 机 。 

在 试验 过 的 定理 中 可 以 举 出 这 样 一 些 ， 勾 股 定理 〈 即 毕 达 
哥 拉 斯 定理 )， 一 些 三 角 恒 等 式 ， 西 姆 森 线 (Simson line) 定 
理 ， 派 泌 斯 《Pappus〉 定理， 帕斯卡 定理 ， 费 尔 巴 赫 定 理 , 等 
等 ， 特 别 是 对 于 费 尔 巴 赫 定 理 ， 陈 用 Felix C 计算 机 以 不 到 
12.5 分 的 时 间 完 成 了 证 明 ， 所 用 语言 FCY 是 通常 用 的 LISP 
的 改进 ,并 且 是 陈 自己 研究 成 功 的 。 

一 旦 定理 的 证 明 变 得 平凡 时 ， 我 们 就 尝试 去 发 现 “ 新 ” 定 
理 ， 所 谓 “ 新 ”是 指 通常 不 知道 或 文献 中 不 易 找到 ， 或 者 真正 
是 完全 新 的 。 于 是 ， 按 照 同 样 的 方式 ， 我们 用 HP9835 和 4 台式 
计算 机 发 现 了 并 证 明了 两 个 这 样 的 “新 ”定理 。 
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为 了 说 明 我 们 发 现 的 第 一 个 “新 ”定理 ， 让 我 们 考察 分 别 
由 4:，4:，4: 和 B:，B:，B; 各 3 点 组 成 的 两 个 点 集 ， 它 们 
各 自 位 于 同 平面 内 的 L4 和 Ls 两 条 线 上 。 设 B 点 按 任 何方 式 
排列 ， 例 如 Bs。B;，Bi 。 根据 派 泌 斯 定理 ，3 个 交 点 4:Br 人 
A3B;}，A3Bi 八 AiB; 和 A1Bj 八 A2Bi 将 位 于 同一 条 派 泌 斯 线 上 ， 
我 们 用 [i, j,k] 来 表示 。 在 B 点 的 不 同 排列 之 下 ,我们 一 共 得 
到 6 条 这 样 的 派 小 斯 线 ， 于 是 我 们 可 以 提出 这 样 的 问题 ， 这 6 
条 线 是 否 与 同一 个 二 次 曲线 相 切 ? 通过 粗略 地 画图 ， 我 们 看 到 
很 可 能 真是 如 此 ， 不 过 二 次 曲线 退化 成 两 点 。 我 们 不 用 通常 的 
方式 去 证 明 ， 因 为 这 不 是 我 们 的 目的 ， 我 们 应 用 上 述 方法 ， 借 
助 HP98354 计算 机 。 我 们 终于 发 现 并 证 明 了 下 述 “ 新 ” 定 
理 : 

3 条 派 泼 斯 线 [123]，[231] 和 [312] 是 共 点 的 。 另 外 3 条 
派 泼 斯 线 [132]，[321] 和 [213] 也 是 如 此 。 

关于 第 二 个 “新 ”定理 ， 我 们 考察 同一 个 二 次 曲线 上 的 6 
个 点 A1，…，Ah。。 我 们 把 从 它们 得 到 的 任何 交点 4Ai 人 NAAkA4r 
(i，j，,k,1 都 不 相同 ) 叫做 帕斯卡 点 。 这 些 帕 斯 卡 点 共有 45 
个 ,根据 帕斯卡 定理 ,将 会 3 个 3 个 地 位 于 总 共有 60 条 的 所 
谓 帕 斯 卡 线 上 。 于 是 我 们 可 以 提出 如 下 的 问题 : 在 45 个 由 斯 
卡 点 中 ， 怎 样 的 6 点 组 合 会 位 于 同一 个 二 次 曲线 上 ? 

为 了 这 目的 ， 让 我 们 考察 由 6 个 数字 1，2，…，6 组 成 
的 对 称 群 ， 以 及 璧 如 说 由 循环 8= (1 2 3 4 5 6 ) 产生 的 6 阶 
子 群 。 现 在 考察 任何 帕斯卡 点 P = AiAj 八 A.A1, 我 们 来 看 一 看 ， 
究竟 6 个 帕斯卡 点 SP，i= 0，1，…，5 会 不 会 位 于 同一 个 二 
次 曲线 。 经 过 试验 我 们 看 到 ， 除 了 6 点 将 位 于 两 条 帕斯卡 线 
(重合 或 不 重合 ) 的 退化 二 次 曲线 的 平凡 情况 外 ， 唯 一 需要 考 
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虚 的 可 能 情况 是 P= A:4A; 人 A:A* 或 类 似 的 情况 。 我 们 仍旧 用 
HP9835A 发 现 并 证 明了 如 下 的 “新 ”定理 : 

当 P=AiA; 八 Ash; 时 ，6 个 帕斯卡 点 8P，i= 0，1，…， 
5 将 位 于 同一 个 二 次 曲线 ， 叫 做 帕斯卡 二 次 曲线 。 对 于 不 同 的 
8 和 不 同 的 P ， 我 们 共 得 到 20 个 这 样 的 帕斯卡 二 次 曲线 。 

60 条 帕斯卡 线 组 成 了 一 个 很 有 趣 的 构 形 ， 这 种 构 形 曾 在 
十 九 世 纪 被 一 些 几何 学 家 象 斯 泰 纳 (Steiner), 凯 莱 (Cayley)， 
萨 尔 门 〈Salmon)， 寇 克 曼 〈Kirkmann) 等 作 过 很 深 的 研 究 ， 
例如 可 参阅 萨 尔 门 的 Conic Section 的 附录 。 对 于 20 个 帕 斯 
卡 二 次 曲线 的 构 形 (或 60 条 帕斯卡 线 一 起 )， 也 可 以 作 同 样 的 
研究 。 

用 来 发 现 和 证 明 这 两 个 “新 ”定理 的 HP9835A 计算 机 是 
台式 计算 机 ， 存 储量 是 256K 个 字 节 ， 其 中 实际 用 到 的 只 有 
100K 个 字 节 。 它 的 速度 很 低 ， 大 约 每 秒 3000 次 加 法 。 证 明 帕 
斯 卡 二 次 曲线 定理 所 用 时 间 是 60 小 时 不 到 一 点 。 如 果 用 速度 
较 高 的 计算 机 ， 芯 如 说 陈 所 用 的 每 秒 370000 次 加 法 的 Felix C 
计算 机 ， 所 需 时 间 可 以 缩短 到 30 分 左右 。 根 据 所 有 这 些 情况 ， 
我 们 认为 我 们 的 方法 是 很 有 效 的 ， 它 使 我 们 可 以 运用 小 型 中 速 
计算 机 〈 由 于 今天 的 技术 发 展 程度 ， 这 是 很 平常 的 ) 去 发 现 和 
证 明 比 已 知 定理 复杂 得 多 的 “新 ”定理 ， 这 些 定理 用 通常 的 方 
法 也 许 是 完全 不 可 能 证 明 的 。 

上 述 方法 适当 作 些 改变 后 也 可 以 用 于 微分 几何 。 
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数学 的 机 械 化 问题 


通常 所 谓 的 机 械 化 ， 不 论 是 工业 的 还 是 农业 的 ， 都 是 指 体 
力 劳动 的 机 械 化 而 言 。 现 在 我 们 提出 这 样 的 问题 ， 数 学 研究 这 
样 的 脑力 劳动 ， 是 不 是 也 能 机 械 化 ? 

我 个 人 的 理解 是 ， 所 谓 机 械 化 ， 无 非 是 刻板 化 和 规格 化 。 
机 械 化 的 动作 ， 由 于 简单 刻板 ， 因 而 可 以 让 机 器 来 实现 ， 又 由 
于 往往 需要 反复 千 百 万 次 ， 超 出 了 人 力 的 可 能 ， 因 而 又 不 能 不 
让 机 器 来 实现 。 因 之 ， 机 械 化 为 机 器 化 进而 自动 化 铺 平 道路 ， 
是 它们 必 不 可 少 的 前 奏 。 就 这 一 意义 来 说 ， 数 学 中 的 某 些 脑力 
劳动 与 体力 劳动 颇 有 共同 之 点 ， 它 们 也 就 同样 可 以 机 械 化 。 事 
实 上 ， 我 们 在 中 小 学 的 课程 里 ， 就 已 学 习 了 不 少 机 械 化 的 数学 
内 容 ， 接 受 了 不 少 机 械 化 的 训练 ， 只 是 人 们 并 不 自觉 而 已 。 

举例 来 说 ， 在 小 学 里 用 纸 笔 进行 的 加 减 乘除 四 则 运算 ， 就 
完全 是 机 械 化 的 ， 正 因为 如 此 ， 才 有 可 能 在 十 七 世纪 时 巴 斯 喀 
利用 齿轮 转动 制造 成 加 法 机 器 ， 稍 后 莱 伯 尼 效 又 把 它 改进 成 乘 
法 机 器 。 而 到 现代 ， 四 则 运算 已 可 在 电子 计算 机 上 实现 。 如 果 
没有 小 学 里 那 种 已 经 成 为 机 械 化 的 算法 ， 这 些 都 将 是 不 可 能 
的 。 

如 果 检 查 一 下 数学 两 千年 来 的 发 展 史 ， 可 以 看 到 数学 多 次 
重大 的 跃进 都 无 不 与 数学 的 机 械 化 有 关 。 例 如 算术 有 许多 四 则 
难题 ， 每 题 求 解 都 需要 巧 思 ， 但 出 现 了 代数 以 后 ， 许 多 问题 的 
入 手 与 解答 成 为 机 械 性 的 ， 变 得 轻而易举 ， 中 学 生 也 很 容易 学 
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会 了 。 又 如 欧 几 里 得 几何 的 定理 证 明 ， 添 线 往往 是 一 种 很 高 超 
的 艺术 ， 而 与 机 械 化 毫 无 共同 之 处 ， 但 出 现 了 解析 几何 ， 证 明 
定理 就 有 些 机 械 化 而 容易 入 手 。 再 如 求 极 大 极 小 问题 ， 稍 难 一 
些 就 需 特殊 技巧 或 无 所 措 手 ， 出 现 了 微 积分 往往 就 变 为 机 械 地 
算 一 下 导数 就 行 了 。 虽 然 这 些 都 还 算 不 上 真正 的 机 械 化 或 半 机 
械 化 ， 但 总 是 提高 了 机 械 化 的 程度 ， 在 机 械 化 的 道路 上 迈进 了 
一 大 步 ， 在 历史 上 也 都 成 为 数学 进展 的 划时代 标志 。 

在 长 期 的 实践 中 随 着 人 们 认识 的 演化 ， 人 们 逐渐 意识 到 数 
学 机 械 化 的 优越 性 。 十 七 世纪 的 莱 伯 尼 兹 ， 不 仅 对 数学 计算 制 
造 了 乘法 机 器 ， 还 对 数学 中 的 逻辑 推理 提出 了 机 械 化 证 明定 理 
的 设想 。 到 了 本 世纪 ， 由 于 数理 逻辑 的 出 现 而 使 人 们 的 认识 更 
为 明确 ， 又 由 于 电子 计算 机 的 出 现 ， 因 而 原来 的 设想 已 经 进入 
到 如 何 具 体 实 现 的 阶段 ， 使 数学 的 发 展 面临 一 个 前 所 未 有 的 新 
时 代 。 

敬爱 的 周 总 理 早 在 一 九 五 六 年 时 就 已 指出 ， 电 子 计算 机 已 
可 开始 有 条 件 地 代替 一 部 分 特定 的 脑力 劳动 ， 就 象 其 他 机 器 代 
车 体力 劳动 一 样 。 我 国 在 体力 劳动 机 械 化 的 革命 中 曾经 落 在 许 
多 现 已 成 为 发 达 国 家 的 后 面 ， 在 当前 这 场 脑力 劳动 机 械 化 的 革 
命中 ， 我 国 决 不 能 重 中 覆 纹 ， 而 应 努力 争取 走 在 世界 各 国 的 前 
面 。 我 国 在 古代 是 一 个 数学 大 国 ， 它 的 数学 的 特点 之 一 是 它 基 
本 上 是 一 种 机 械 化 的 数学 。 缅 怀 过 去 ， 瞪 望 未 来 ， 数 学 理应 充 
当当 前 这 场 新 的 革命 中 的 一 名 先锋 战士 ， 使 我 国 早日 成 为 一 个 
实现 了 机 械 化 的 现代 数学 大 国 。 
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数学 中 的 公理 化 与 
机 械 化 思想 


在 全 国人 民 向 四 ' 个 现代 化 进军 的 今天 ， 究 竟 什 么 是 数学 的 
现代 化 ， 怎 样 才能 实现 数学 的 现代 化 ， 是 每 个 数学 工作 者 不 能 
不 关心 的 问题 。 为 了 摸索 这 一 问题 的 答案 ， 了 解 一 下 古今 数学 
思想 的 发 展 历史 ， 是 不 为 无 益 的 。 

我 个 人 认为 贯 串 在 整个 数学 发 展 历史 过 程 中 有 两 个 中 心 
思想 ， 一 是 公理 化 思想 ， 另 一 是 机 械 化 思想 。 前 者 似 已 不 必 多 
费 笔 墨 ， 欧 几 里 得 几何 原本 是 这 方面 历史 上 的 代表 作 ， 也 是 公 
理化 思想 的 滥 筋 ， 在 现代 数学 尤其 是 纯粹 数学 中 占据 着 统治 地 
位 。 后 者 则 似 有 必要 稍 加 说 明 。 

试 以 中 学 数学 为 例 。 中 学 的 数学 课本 是 一 个 奇妙 的 混合 
物 ， 公理 化 与 机 械 化 的 方法 内 容 杂 然 并 陈 。 欧 几 里 得 式 的 平面 
几何 在 整个 课程 中 占据 了 公理 化 的 一 个 角落 ， 而 代数 部 分 则 有 
丰富 的 机 械 化 成 份 。 解 线性 联 立 方程 组 所 用 各 种 消去 法 就 是 典 
型 的 机 械 化 方法 。 三 十 年 代 中 学 数学 教 本 广泛 论 述 的 Sturm 
定理 无 非 是 代数 方程 求实 根 数目 的 一 个 机 械 化 方法 。 至 于 解析 
儿 何 ， 则 把 几何 与 代数 结合 在 一 起 ， 两 种 成 份 都 有 ， 但 既 非 此 
也 非 彼 ， 而 且 结 合 得 并 不 很 好 ， 前 后 并 不 连贯 。 例 如 平面 几何 
费 大 量 篇 幅 、 时 间 于 三 角形 的 全 等 ， 但 对 于 解析 几何 最 简单 最 
基本 的 中 点 或 分 点 公式 ， 要 用 到 关于 梯形 中 位 线 或 平行 分 比 的 
定理 ， 一 般 在 中 学 课本 中 却 很 少 提 及 ， 至 少 是 不 够 突出 ， 而 且 
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由 于 点 的 位 置 过 涉 到 线段 的 正 负 ， 与 平面 几何 部 分 更 显 得 脱 
节 。 如 果 拘泥 于 公理 化 所 强调 的 推理 严密 性 的 要 求 ， 则 一 般 书 
中 对 这 一 段 的 论述 大 都 是 不 合格 的 。 这 类 有 可 挑剔 之 处 在 中 学 
数学 课本 中 屡见不鲜 。 

公理 化 的 思想 导 源 于 古 希 腊 ， 机 械 化 的 思想 则 贯 囊 于 整个 
中 国 的 古代 数学 。 秦 汉 时 代 就 已 成 书 的 《 九 章 算 术 》， 是 具有 
这 一 思想 的 代表 作 ， 线 性 联 立 方程 组 的 解法 及 有 关 正 负数 概念 
与 移 项 法 则 ， 最 早 就 已 见于 此 书 。《 九 章 算术 》 两 千 多 年 来 一 
直 影 响 与 指导 着 中 国 数学 的 发 展 ， 为 数学 做 出 了 巨大 贡献 〈 虽 
然 直 到 现在 还 没有 被 一 般 人 所 认识 )， 与 欧 几 里 得 几何 原本 东 
西 辉 映 ， 各 旺 特 色 。 中 学 数学 实际 上 正 反 映 了 历史 上 这 两 种 数 
学 思想 与 方法 的 汇合 ， 只 是 这 种 汇合 还 不 够 合拍 ， 并 没有 做 到 
浑然 一 体 ， 有 机 地 溶 合 在 一 起 。 

机 械 化 的 思想 与 方法 并 不 仅见 于 中 小 学 的 数学 课本 ， 实 际 
上 在 现代 纯粹 数学 的 研究 中 也 一 直 发 挥 着 它 的 作用 与 影响 ， 举 
例 来 说 ， 本 世纪 的 数学 巨子 法 国 的 E. Cartan， 在 他 关于 微分 
方程 、 微 分 几何 与 李 群 的 浩瀚 著作 中 ， 经 常 显 出 机 械 化 思维 的 
特色 ， 他 的 儿子 HH. Cartan， 是 当代 数学 名 家 ， 其 最 重要 的 工 
作 之 一 是 关于 拓扑 学 中 K(x,n) 同 调 群 的 计算 ,可 以 看 作 是 运用 
机 械 化 方法 取得 成 功 的 一 个 典范 。 即 使 是 以 公理 化 著称 的 数学 
大 师 Hilbert， 在 他 公理 化 方法 的 代表 作 《 几 何 基础 》 中 ， 全 
书 主要 部 分 的 最 后 一 条 定理 在 实质 上 就 是 为 某 一 类 交点 定理 提 
供 了 一 个 机 械 化 的 证 明 方 法 。 在 他 倡导 之 下 莲 勃 发 展 起 来 的 
数理 逻辑 ， 其 作用 之 一 就 是 在 于 摸索 一 条 机 械 化 证 明 数 学 定理 
的 道路 。 当 前 许多 数理 逻辑 学 家 都 重视 或 从 事 机 器 证 明 的 工 
作 ， 这 决 不 是 偶然 的 。 有 着 两 千 多 年 历史 成 为 机 械 化 代表 作 的 
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线性 联 立方 程 组 解法 ， 一 直 是 中 学 数学 所 不 可 缺少 的 组 成 部 
分 ， 也 是 数学 实践 中 最 常用 到 的 部 分 。 历 史 较 晚 的 另 一 机 械 化 
代表 作 Sturm 定理 ， 虽 然 由 于 公理 化 运动 的 影响 以 及 某 些 数 
学 学 派 的 轻视 ， 从 三 十 年 代 以 来 逐渐 从 数学 著作 中 消失 ， 但 晚 
近 却 又 卷土重来 ， 重 新 出 现 于 一 些 数学 名 家 的 代数 学 教 本 之 
中 。 随 着 计算 机 的 出 现 与 其 使 用 日 见 普及 ， 机 械 化 的 方法 与 作 
用 已 日 益 为 数学 家 所 认识 。 不 少 在 纯粹 数学 上 卓 有 成 就 的 数学 
家 ， 正 日 益 重视 计算 机 与 机 械 化 方法 在 纯粹 数学 中 的 使 用 并 为 
之 鼓吹 。 机 械 化 思想 的 历史 功绩 是 不 可 磨灭 的 ， 它 未 来 的 生命 
力 更 是 无 比 旺 盛 的 。 

公理 化 与 机 械 化 的 思想 与 方法 ， 都 曾 对 数学 的 历史 发 展 做 
出 了 巨大 的 贡献 ， 今 后 也 仍 将 继续 做 出 巨大 的 贡献 。 我 们 既 不 
能 厚 此 薄 彼 ， 也 不 能 重 彼 而 轻 此 。 为 了 实现 数学 的 现代 化 ， 我 
们 必须 吸收 渊源 于 西方 的 公理 化 方法 的 长 处 ， 也 应 珍视 我 国 古 
代 的 遗产 ， 从 有 着 历史 渊源 的 机 械 化 方法 中 吸取 力量 。 这 两 种 
方法 的 溶 合 ， 或 许 能 为 数学 的 未 来 发 展 提供 一 些 新 的 摸 索 途 
径 。 

以 上 略 陈 管见 ， 以 作 争 鸣 之 用 。 
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初等 几何 判定 问题 
与 机 械 化 证 明 


摘 要 


机 械 化 证 明定 理 ， 目 前 值得 注意 的 是 Tarski 关 于 初 
等 几何 与 初等 代数 定理 的 机 械 证 明 法 。 他 以 及 后 来 一 些 研 
究 工作 者 的 方法 ， 大 都 基于 Sturm 定理 的 某 种 推广 ， 这 
些 方法 仍 极 繁 复 ， 因 之 即使 使 用 了 计算 机 、 实 际 上 也 是 难 
以 实现 的 。 本 文 的 目的 ， 在 于 把 定理 限制 在 不 率 涉 到 “之 
间 ” 关 系 的 情形 ， 应 用 完全 不 同 的 原理 给 出 初等 几何 定理 
的 机 械 化 证 法 。 这 种 方法 仅 用 手 算 即 可 给 出 不 太 简 单 的 定 
理 的 证 明 。 


一 、 问题 的 提出 


Tarski 在 1948 年 的 一 篇 经 典 著作 [1] 中 ， 解 决 了 实 闭 域 
的 判定 问题 ， 其 主要 目的 之 一 ， 是 给 出 初等 几何 定理 的 机 械 化 
证 明 。 以 后 Seidenberg[2]，Robinson[3] 与 Cohen[4] 等 人 又 
给 出 了 Tarski 定理 的 不 同 证 法 。 这 些 作 者 还 提出 了 制作 某 种 
判定 机 器 以 实现 这 些 机 械 化 证 明 的 建议 ， 但 是 ， 这 种 建议 离 实 
现 之 期 似 磊 遥远 [5,6]。 事 实 上 ， 只 有 一 些 极 不 足 道 的 初等 几 
何 定理 ， 曾 在 计算 机 上 证 明 过 ， 例 如 文献 [7,8]。 本 文 的 目的 
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是 在 不 考虑 点 的 “之 间 ” 关 系 的 情况 下 ， 给 出 初等 几何 判定 问 
题 的 另 一 解法 。 我 们 的 解法 ， 依 据 了 与 前 面 那些 作者 所 使 用 的 
完全 不 同 的 原理 ， 提 供 了 几何 定理 的 机 械 化 证 明 ， 即 使 颇 为 困 
难 的 定理 ， 仅 用 纸 和 笔 也 往往 可 实现 。 依 据 这 种 方法 编 成 程 
序 ， 在 计算 机 上 进行 计算 ， 也 不 会 发 生 实 质 上 的 困难 。 
我 们 考虑 的 仅 限于 平面 初等 几何 ， 虽 然 所 用 方法 也 可 应 用 
于 其 它 各 种 几何 。 方 法 的 第 一 步 ， 在 于 几何 问题 的 代数 化 。 平 
面 中 的 点 ， 将 定义 为 某 一 固定 域 ， 例 如 有 理 数 域 R 上 的 有 序数 
偶 。 其 次 是 建立 一 部 辞典 ， 把 几何 关系 翻译 成 为 代数 形式 ， 不 
妨 把 这 些 看 作 定义 或 公理 。 例 如 对 于 若干 个 点 4 = (Xi,yi), 不 
论 重合 与 否 ， 可 规定 : 
AiAs 平行 于 44 
如 果 《x1 一 X2)(y3 一 4) - (xs 一 X4)(1 一 2) = 0 
A14; 垂直 于 A:A4,， 
如 果 (xi 一 xza)(xs 一 x4) + (2 一 2)(?3 一 4) = 0, 
4:4; 的 长 度 平方 为 r?= (Xi 一 X2)2+ (2 一 yz)2 
等 等 。 
如 果 把 基本 域 R 易 为 其 它 的 域 ， 或 把 点 当 作 其 它 类 型 的 数 
组 ， 或 改变 公理 中 的 代数 形式 ， 例 如 把 上 面 长 度 平方 函数 7? 
改 为 函数 "= (Xi 一 X2)4+ (y4 一 2)*， 我 们 即 进 入 别 的 几 何 领 
域 ， 例 如 非 欧 几 何 ， 实 或 复 的 投影 几何 ， 有 限 几 何 ， 等 等 。 但 
在 本 文中 ， 将 以 平面 初等 几何 为 限 ， 因 为 它 可 以 说 是 具有 代表 
性 的 。 
作为 说 明 ， 先 举 一 个 简单 的 例子 如 下 。 
试 考虑 下 述 语句 ， 
(Sn) 设 4o4i:4: 是 一 直角 三 角形 ， 直 角 在 4o， 记 直角 边 
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AoA!，AoA; 的 长 为 x:，x;， 斜 边 的 长 为 x3， 则 有 
Xi1" + X2" = X3"o 

我 们 的 问题 是 如 何 判定 语句 (S») 的 真 伪 。 我 们 所 用 以 证 
明 或 否定 〈S,) 的 判定 算法 ， 应 对 初等 几何 中 的 一 切 类 似 的 语 
句 (不 考虑 “之 间 ” 的 关系 ) 都 同样 适用 。 

为 解决 这 一 问题 ， 首 先 注意 在 语句 中 出 现 的 那些 点 ， 在 
语句 假设 所 含 的 条 件 限 制 之 下 ， 具 有 普 定 性质 ， 因 此， 若 将 
这 些 点 用 座 标 表示 为 Ao= (Xo,00)，A1= (Wi,91) ,A = (aoa)， 
诸 座 标 vuo，ui，vw。，tz，t 可 视 为 不 定量 ， 而 其 它 座 标 与 几 何 
度量 x6。，x1，x2,X3 则 代数 地 依赖 于 这 些 不 定量 ,依据 语句 (Sv) 
中 的 假设 为 以 下 诸 代 数 方程 所 制约 ， 

fo=(U1 一 xo)(tz 一 xo)+ (V1 V0) (V2 一 0o) =0， 
fi=X1 — (Wi—X0)? — (v1—v0)?=0, 
加 三 X22 — (Uz —X0)? — (V2— v0)? = 0, 
f3=X3:— (Ui — U2)?— (V1— V2)? = 0, 
至 于 语句 5, 中 的 结论 则 相当 于 等 式 
Bn=Xn’ —X1" — X2" = 0o 

在 以 后 ， 将 以 R 表 示 有 理 数 域 ， 并 取 之 为 基 本 域 。 命 A” 
为 R 上 的 9 维 仿 射 空间 ,以 《Vo，Wi, V1，Wa，V2,X0,X1sX2X3) 
为 座 标 ， 并 按 上 述 确 定 次 序 排列 。 于 是 以 上 诸 方 程 fi=0 在 A? 
中 定义 了 一 个 5 维 的 代数 秘 ， 在 本 例 中 ， 在 R 上 不 可 约 ， 并 有 
普 点 例如 CVo，，V4，W2，92，Xo，X1，X2，X3)， 其 中 Vo、Wi， 
V1，W2，V2 为 独立 的 不 定量 。 于 是 语句 《Sn) 的 真 伪 相当 于 

gr 在 V 上 三 0 
或 
g 在 了 上 去 0。 
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由 以 上 分 析 可 知 ， 一 般 的 判定 问题 可 依 下 面 的 形式 表达 。 
问题 在 一 R 上 以 Cu，…， ts， xi …xn) 为 座 标的 
n=r+d 维 仿 射 空间 A" 中 ， 设 有 一 代数 簇 V， 其 定义 方程 是 
(4，…zua 是 独立 的 不 定量 )， 
fi(Wi, dd, X1), =0, 
flu ld Xi X2) = 0, | 


fr(Uiy er, Uday Xi X2y 1 Xr) = 0o | 


这 一 代数 驴 V 分 裂 成 若干 不 可 约 成 份 ， 其 维 数 假定 都 <d， 其 
中 4 维 成 份 的 总 和 为 VYV*， 通 常 与 yV》 相合 。V* 的 每 一 成 份 具 有 
形 如 《44，…，ws，x1，…，xr) 的 普 点 ， 其 中 无 都 是 域 
K=R(u, », Ud) 
上 的 代数 量 。 另 设 有 一 多 项 式 g(wW，…，Us，xi，…，。，xr) 或 
多 项 式 组 ggERLu，…，tu，xi，…，xr]。 问 题 是 要 依据 一 种 
算法 来 判定 在 V* 上 是 否 
8 三 0 (或 8: 三 0)。 
在 上 述 问题 的 提 法 中 ， 代 数 篮 V 或 V* 反映 了 几何 语句 中 
的 假设 部 分 。V 或 V* 将 称 为 该 语句 的 相关 毕 。 车 视 包 V* 为 
定义 于 域 K=R(W，…,W) 上 时 ,其 维 数 为 0。 方程 组 ( 工 ) 的 形 
式 说 明代 数 依赖 的 变量 x,，…， 罗 应 依次 地 逐一 涨 入 域 K。 这 
反映 了 这 样 的 几何 事实 ， 在 某 些 普 定 的 直线 或 圆 上 取 某 些 普 定 
的 点 ， 又 应 用 作 联 线 ， 平 行 线 ， 生 直线 或 圆 ， 并 取 直 线 或 圆 的 
交点 等 等 几何 手续 ， 依 次 代数 地 浅 入 新 的 点 。 这 些 几 何 作法 产 
生 含有 x 与 & 的 代数 方程 ， 只 须 用 简单 的 消去 法 即 可 化 成 方程 
组 (I ) 的 形式 。 因 为 事实 上 x 与 w 间 的 原始 方程 很 少 会 是 超过 
2 次 的 。 我 们 将 称 变 量 为 参量 而 x 为 依 量 。 其 次 注意 V 的 诸 
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不 可 约 成 份 在 R 上 的 维 数 都 过 d 这 一 条 件 ， 无 非 反映 了 我 们 所 
考虑 的 几何 语句 都 具有 确定 性 质 ， 而 把 考虑 限制 于 Y*， 则 指 
退化 情形 将 排除 在 外 。 这 两 者 事实 上 都 是 通常 几何 定 理 中 隐 
含 ， 而 不 加 明 述 的 假设 。 至 于 多 项 式 g 或 & 在 V* 上 三 0， 则 
是 所 需 证 明 或 否决 的 语句 中 结论 部 分 的 代数 等 价 式 。 在 以 下 ， 
我 们 将 称 g 或 gi 为 相应 几何 语句 的 判定 多 项 式 (组 )。 

在 理论 上 ，Hermann'” 所 用 的 方法 ， 早 就 足以 给 出 上 述 
判定 问题 的 算法 的 解答 。 但 是 ， 他 的 方法 如 此 繁复 ， 不 可 避免 
地 要 引起 诸 算式 的 天 文 数字 般 的 膨胀 ， 以 致 即使 是 最 简单 不 过 
的 几何 定理 ， 也 无 法 加 以 证 明 。 相 反 ， 我 们 在 下 面 所 用 的 判定 
方法 ， 利 用 了 方程 组 ( I ) 的 特殊 形式 ， 只 需 用 纸 笔 即 可 给 出 很 、 
不 简单 的 定理 以 机 械 化 的 证 明 。 

我 们 的 判定 方法 依据 了 以 下 三 个 定理 ， 证 明 见 第 四 节 。 

定理 1 有 一 算法 ， 据 此 可 将 任 一 确定 性 几何 语句 由 (I) 
式 定义 的 相关 簇 V*， 分 裂 成 R 上 的 不 可 约 成 份 ， 使 每 一 d 维 
成 份 V' 视 作 定 义 于 域 K = RO，…，ws) 上 时 ,有 一 形 如 《pi， 
…， Br) 的 基 ( 即 相 应 素 理想 的 基 )， 具 有 以 下 诸 性 质 : 

(1) 每 一 Pi 是 一 REW，…，ta，X1，…，X] 中 的 多 项 式 ， 
对 % 的 次 数 mi 二 0。 

(2) 视 pi 为 的 多 项 式 时 ， 其 系数 都 是 R[W，… ,Wa,Xi， 
…，x%i-] 中 的 多 项 式 ， 设 有 公共 因子 ， 且 对 每 一 7=1，…， 
i 一 1，% 的 次 数 都 小 于 mj。 

(3) 视 pi 为 xi 的 多 项 式 时 ， 其 主 系数 是 RLW，…，ws]J] 中 
的 多 项 式 且 闪 0 。 

(4) 作为 xi 的 多 项 式 pl:， 在 域 久 =R(w，…，ta) 中 不 可 
约 。 又 对 每 一 i 二 1 ， 视 作 % 的 多 项 式 P， 在 依 方程 p=0， 
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“Pit=0 将 Xi，…，xi-i 添 入 K 中 记得 的 扩充 域 上 不 可 约 。 

显然 多 项 式 PJ，…，p; 为 VY 所 唯一 确定 到 RR 中 的 因 子 ， 
我 们 将 称 之 为 构成 V" 的 一 个 优选 基 (更 正确 地 说 是 V' 在 K 
上 的 素 理想 的 一 个 优选 基 )。 但 须 注 意 ， 诸 依 量 x*%1+，…，*: 依 
照 所 给 定 的 次 序 排列 ， 又 注意 这 一 概念 事 实 上 为 Gr6bner 所 
引入 ， 被 称 为 素 基 ， 如 参阅 文献 [10]， 又 可 参阅 文献 [11] 中 与 
此 密切 相关 的 一 个 概念 ， Characteristic sets。 

定理 2 ” 设 〈(p:，…，pr) 是 相关 簇 V 的 任 一 不 可 约 成 份 
V' 的 优选 基 。 有 一 算法 ， 据 此 足以 对 任 一 R [Wy，…，ua，X1， 
…，x%r] 中 的 多 项 式 h ， 确 定 一 等 式 形 如 


. 于 
Dh= 了 japanxdoxr+ Aipi 
iml 


ij=0 


使 满足 以 下 诸 条 件 : 

(1) D，hiiis 都 是 REU1，…，wa] 中 的 多 项 式 ， 且 D 志 0。 

(2) Ai 都 是 R[u，…，xa，xi，…，x%r] 中 的 多 项 式 。 

诸多 项 式 za-om 由 算法 所 唯一 确定 至 R 中 的 因子 ,将 称 为 多 
项 式 相应 于 了 的 优选 基 (p:，…，pr) 的 余 系 式 , 或 简称 
为 相 应 于 V 的 余 系 式 。 

定理 3 ”相关 入 是 V 而 判定 多 项 式 ( 组 ) 是 g& (或 8:) 的 一 
个 几何 语句 ， 其 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 任意 取 定 依 量 x1，…，x; 
的 一 个 固定 次 序 后 ， g (或 8:) 对 V* 的 任 一 不 可 约 成 份 Y 的 
一 切 余 系 式 都 恒 等 于 0 。 


二 、 举 例 


在 给 出 这 些 定理 的 证 明之 前 〈 见 第 四 节 ), 先 举 数 例 说 明 其 
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应 用 如 下 ， 

例 1 对 于 本 文 开始 所 举 直 角 三 角形 的 语句 《Sn)， 可 见 
相关 簇 V 的 参量 与 依 量 各 取 为 00，WW，Ws，V1，V4 与 X0,X1,X2， 
xs 时， 在 R 中 不 可 约 且 有 一 优选 基 (pi，pz，Ppsa，p4) 如 下 : 

P1= Xo ~ (Ut Wa)Xot Ula t+ (V1 — V0) (V2 — V0), 

P= X12 + (WW) Xo — WU + ud (V1— Vo) (V1 ~ V3), 

P3= X27 ~ (WU — WXo— U2 + d+ (V2 — Vo) (Vi — V2), 

Ps=X3 ~ (Ui— U2)?— (V1— 2)’, 

由 此 得 
B82= ps— Pz— Pao 
而 在 m 之 2 时， 有 
gn¥0 mod(pl，p2，p3，D4) 。 
因此 语句 〈Sn) 只 在 nm = 2 时 成 立 ， 即 所 谓 勾 股 定理 。 

例 2 我们 的 判定 方法 可 用 以 给 出 三 角 恒 等 式 的 机 械 化 证 
明 。 例 如 试 考虑 下 述 语句 : 

(S) 车 AL+Ai+A;=180"， 则 

Sin24,+ sin24:+ sin2A,= 4sinA,sinA,sinA,。 

(C) 若 Ai+As+A3=180"， 则 

CoOs2A1+ cos2A;+ cos2A3+ 4cosAicosAscos A; = 0。 
为 判定 〈S) 或 (C) 的 真实 人 性， 先 置 
Sin A;= Si cosAi=ci (i=1,2), 
sin 2Ai = xiy cos24i=y (i=1,2,3), 
Sin A: = z1! ,COSsA;= zz。 
到 ci 与 c: 为 参量 ， 而 
Tt 入， 和 
为 依 量 〈 依 上 述 次 序 )， 则 (S) 与 《C)》 的 相关 悉 已 在 
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R 中 不 可 约 ， 且 有 一 优选 基 《p:，…，pio) 如下， 
Pi= S2+c2 一 1 P= S2+c2 一 1， 


P=2Z1—C2S1~ C152,» 14=2Z2 一 3S132 十 Cl1029 


Ps= X1~ 2C1S1, Pe= X2— 2C252, 
D1= X3— 22122, ps=Y1 -2c +1, 
Po= 2— 2c2 + 1, Dio= 3+ 4C1C28152 — Ac1?C2? 


+2c1?+2c22—1。 
语句 (S) 与 (C) 的 判定 多 项 式 各 为 : 
Bs=X1+X2+X3— 4S15221 
Bc= V+ y+ y+ 4C1C2720 
验算 得 
gs=D?+pi+ps+221D4 一 2p3(3S1S2t+ C1C2) — 2C151Pz 
一 2czszpi 
三 0mod(pi，…，plo)。 
gc= 一 1+pio+po+ps+4cic2p4 
才 0mod(pl，…， pio)。 
由 此 知 〈S ) 给 出 一 真 恒等式 而 〈《C》 则 不 然 。 

例 3 试 考虑 Simson 线 定理 ， 其 相应 语句 为 : 

(S;) 从 A4i:4:4; 外 接 圆 上 一 点 44， 向 三 角形 三 边 作 垂 
线 ， 其 垂 足 必 同 在 一 直线 上 。 

为 证 此 ， 可 简化 取 外 接 圆 心 为 (0,0)， 而 半径 为 r。 记 
Aili=1，2，3，4) 为 (xbt)， 而 重 足 4 为 (xy1)，7=5， 
6，7。 以 rt，Wz，u3，w4 作为 参量 

Xi Xz2y X3g Xa Ys 6 V1, Xs» Xey X7 
为 依 量 ， 其 次 序 即 如 上 述 。 
相关 Simson 入 不 可 约 ， 且 有 优选 基 (pl，…，pio) 如下; 
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Pi = Xi2 十 12 一 2 Da = X22 十 122 一 2 


D3=X3 + Us —r?, ps=X4+us —r?, 

ps= 2r2ys ~— hs, Pe = 2r2y6 一 jey 

pr= 2r2y7 ~ hy, Ds = Usa3xs 一 X233)5 + UsX2 
一 Lax3y 


pe = UaXxe 一 X3136 t MIX3 Dio= Wi2X? 一 X1237 十 2X1 


~ UsXi, — WXx2o 
在 上 面 的 方程 中 ， 已 采用 了 下 述 简化 符号 : 
Wj =i 一 t 


} ,i= 1,2,3) 
Xij = Xi— Xj 


hs = Ux2x3— (Uax3 十 WaX2) Xs + TU 十 13 + Ws) 一 LaL3U4。 
hs 与 hy 式 与 此 类 似 。 

判定 多 项 式 为 

B= Xs(V6— 1) + Xely1— Ys) +XT(25 一 26)。 

直 截 的 计算 给 出 

8=0 mod(p1, ,P10), 
这 证 明了 Simson 语句 (5,) 的 真确 性 。 

例 4 ”作为 一 个 比较 非 不 足 道 的 例子 ， 试 考 虑 Feuerbach 
定理 ， 它 的 相应 语句 为 : 

(Sz) 三 角形 的 九 点 圆 与 四 个 内 切 傍 切 圆 相 切 。 

试 记 三 角形 的 三 顶 点 为 (24i,29), 九 点 圆 的 中 心 为 
(xs95)， 半 径 为 六， 而 任 一 内 切 或 傍 切 圆 的 中 心 为 (xy2)，, 半 
径 为 >， 又 引入 变量 zt，zz，z3 各 与 三 角形 三 边 之 长 相当 ， 于 
是 以 机，t，V2，U3，93 为 参量 ， 而 zi 2z2，zayxiy 31yxzy 
2，Ti， Tz 为 依 量 《 次 序 如 上 ) 时 ， 相 关 Feuerbach 秘 Vz 分 
裂 成 四 个 不 司 约 簇 ， 具 有 以 下 形式 的 优选 苦 《pl，…，p) 
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2 2 
Di=Z12 一 la 一 023y Daz=2Z22 一 23 一 031 9 


D3= Z32 一 Mi22 一 0iz2y ps= 44Ax 一 0y 
ps= 44y: — Bi, Ps = 2Ax2 — 02, 

pr = 2Ay, — B,, Ps = 4Ari 一 Z12223» 
po= 2Arz+y。 


在 以 上 诸 公 式 中 ， 我 们 采用 了 下 面 的 简 记 符号 (ei= 土 1)， 


Uj=W— WW Vij= Vi—V (i,j=1,2,3), 


uw Vv 1 | 
2A= |u, vv, 1|， 
us v3 11 


Ca = V23031012 + Wy?V23 + Wa? Vas + W3012 一 2 (UU3V23 
+ UliVa1 二 WUD12), 


— Usb — V1 Ha3— Va U3 一 V3?Mi2 + 2 (V2V3U23 





+ VaViU3i 十 WiV2M12) 9 
Qa = 一 [aa0aibia+ Vi(tz2 一 22) + Va(W3? ~ Ua?) 
+ V3? — U2?) + E2230237273 + E381V312321 
4 E182V122122], 
Bi= Ula + Wi(V2? — v3) + Ua(V3? — 012) 
+ UW? 一 022) + E2231232223 + E321U3123Z1 
+ E162U122122, 
?= E12 t+ V31012)21+ 52(LLI2M23 + V12V23)Z2 
+ 23(Ma23Lal + V23V31)Z3 + E16283212223 。 
注意 as= +1 或 -1 的 选择 相应 于 四 个 内 切 或 傍 切 圆 ， 并 反映 
了 Feuerbach 簇 的 分 裂 。 
语句 (Sp) 的 判定 多 项 式 形 如 
Br = (Tri 一 Ta) — (Xi ~— Xa)? — (1 — yo)’, 
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其 中 7= +1 或 -1。 通 过 元 长 繁复 ， 但 直截了当 的 计算 ， 验 得 
在 ?= + ee283 时 , 81 为 p1… ,po 的 线性 组 合 ， 而 在 ?= - si8ze3 
时 则 不 然 。 由 此 知 Feuerbach 语句 (Sz) 为 一 真实 定理 , 而 
?= + E6283 则 反映 了 九 点 圆 与 相应 内 切 或 傍 切 圆 之 间 的 相 切 方 
式 。 注 意 ; 在 我 们 问题 的 提 法 下 “之 间 ” 关 系 并 不 考虑 在 内 ， 
因而 圆 的 相 切 方 式 我 们 并 不 重视 。 因 此 ， 我 们 可 以 取 8= gt 
8-1 为 判定 多 项 式 ， 同 样 也 可 不 引入 Zz1，z2，Z3， 而 在 Wi，Yi， 
%,2j ri 的 仿 射 空间 中 取 定 Feuerbach 能， 这 样 它 在 一 开 始 
就 将 是 不 可 约 的 。 


三 4 一: 尝 . 引 涅 


为 了 证 明定 理 作 些 准备 ， 本 节 中 将 考虑 一 个 在 基本 域 及 上 
的 扩充 域 RCu…uax…，xr)， 其 中 心 …，ua 在 及 上 超越 ， 
而 x.，…，x‰ 在 R 上 是 代数 的 ， 后 者 的 代数 扩充 则 由 以 下 诸 
方程 所 确定 ， 


Di(X1) 二 Pioxtr1 二 DiaXami 


P2 (XiyXa) =p20X2"? + DalXz 


+…+pm=0， 


+ et pams = 0, 


| (11) 


Pr (Xi Xr) proXr™” + Drixr ++ Prm, = 06 | 


我 们 假定 对 1<i<r， 诸 pij 都 是 环 


Pi = RI ,Mas Xi Xi-1] 


中 的 多 项 式 ，pie 都 是 
Pu = Ru ,sua] 


中 去 0 的 多 项 式 ， 而 将 pi 视 为 xi 的 多 项 式 时 ，Pi 在 由 
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Pi(X1) = 0，…，piri(x Xi) =0 
等 方程 所 定 的 域 
Ki = 及 (UsyX1 ,Xi-1) 
上 不 可 约 。 这 里 Ko 指 域 Ko= 天 = 尺 (4 ,Wd)。 
以 了 表示 一 切 指数 组 T= (i…si) 的 集体 其 中 0<i 
过 mj 一 1。 对 这 些 1 将 采用 形式 记号 
XI = X11 NX, 
任 一 形 如 
A= Slax 
的 多 项 式 ， 其 中 ar 为 某 一 环 或 域 中 的 元 素 时 ， 将 称 为 FLxiy 
…sXr] 中 的 一 个 规范 多 项 式 。 
引 理 1 ”有 一 算法 ， 足 以 对 任 一 pr 中 的 多 项 式 A， 唯 一 
地 确定 一 组 整数 st,…，s* 三 0 与 一 组 po 中 的 多 项 式 Ap IE ， 
使 满足 以 下 诸 条 件 : 
(1)， 除去 P+ 上 Pi 间 的 一 个 线性 组 合 外 。 有 
DioprorA 三 习 AlxL。 
(2)。 Ai 都 是 Pe 中 的 多 项 式 ， 其 系数 对 A 作为 P, 中 多 
项 式 的 系数 说 来 是 线性 的 。 
(3)， si，…，sr 志 0 是 使 (L1): 与 〈L1)， 成立 的 最 小 整 
数 。 
证 视 A 与 pr 为 系数 在 Pr-: 中 的 的 多 项 式 ， 应 用 除法 
即 可 得 一 最 小 整数 "过 0， 使 下 式 成 立 : 
ProrA= Qrpr + Rr-1s 
其 中 CO-，Rr-: 为 pr 中 的 多 项 式 ， 而 Rr-: 对 Xr 的 次 数 过 mr。 今 
视 pr 与 Rri 为 系数 在 REWi，… Ua，X4，… Xr-z，Xr] 中 的 Xr 的 
多 项 式 ， 仍 用 除法 可 得 一 最 小 整数 s+-: 宝 0， 使 下 式 成 立 ， 
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BT ooRr- = Qr-ipr-i + Rr-s, 
其 中 CO-:，R,-: 都 是 Pr 中 的 多 项 式 , 而 R-: 对 xr 与 %-: 的 次 
数 各 <<mr 与 m,-:。 依 次 进行 ， 可 相继 得 : 

Dp' -3,0R, = Qr-2pr-2 + Rr-s, 





Pio"Ri = Qipi+ Ro, 
其 中 Ro 为 - Pr 中 的 多 项 式 ， 对 i 的 次 数 <m;，1<i<n 于 是 
可 将 Ro 写成 忆 A,x!， 而 得 引 理 所 需 符合 诸 条件 的 多 项 式 。 
引 理 2 ”有 一 算法 足以 对 任 一 以 > 为 不 定量 的 多 项 式 
A= Aowy"™+ AY™!+ .+ An, 
其 中 Ai;EP,， 而 ho 在 K; 中 关 0， 确 定 以 下 两 式 : 
HA=B+Cipit+ .+Crpr, 
B= Boym+ Biy™!l+.+ Bn, 
使 满足 以 下 诸 条 件 ， 
(1) 诸 Bi 都 是 P; 中 的 规范 多 项 式 ， 且 Bo 是 Po 中 关 0 的 
多 项 式 。 
(2) Ci 都 是 P,[7]， 而 五 是 P, 中 的 多 项 式 。 
(3) H#0 mod(pi,*… ,Pr), 
任意 满足 条 件 〈1) 的 多 项 式 B， 将 称 为 P, 上 以 > 为 不 定 
量 的 规 藻 多 项 式 。 
证 由 引 理 1 可 得 整数 s+，…，sr> 0 与 下 式 ， 
Dio Pp'ro'A 
=A’ oy" + A yt. +A nmod(p, ,pr), 
其 中 4’; 都 是 pr 中 的 规范 多 项 式 ， 且 A’。 在 K; 中 关 0。 设 A’。 
与 xi …，x%r 无 关 ， 但 确实 含有 %%, 因 A’ 对 %i 的 次 数 之 mi， 
Pi 对 Xi 的 次 数 为 mi， 且 在 Ki- 中 不 可 约 ， 故 由 通常 的 除法 程 
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序 算法 可 得 Pi 中 的 多 项 式 h ，k 以 及 Pi-s 中 的 多 项 式 4 
使 
hA’o+ kpi= A’ oo, 
其 中 在 Ki 中 关 0， 而 A’o 在 Ki 中 关 0。 由 此 得 下 式 : 
hpio™ pro A + kpiy™ = A’ ooy™ + hA’ 1y™1+ 
+hA’ nmod(pi, ,Pr)。 
应 用 引 理 1 于 A 与 A’w， 可 得 下 式 ， 
hrA= Ao’y™+ A Yit … +An2mod(p ,pr), 
其 中 4”; 都 是 Pr 中 的 规范 多 项 式 ，A”o 在 Kr 中 关 0 ， 且 不 含 
有 任 一 *，j 和 i。 又 h* 为 Pr 中 的 多 项 式 ， 且 在 K; 中 关 0 。 车 
4”。 中 不 再 含有 任 一 Xi，…，xr， 即 可 取 A?o0y™+ Am 二 
…+AA”n 为 引 理 所 需 的 多 项 式 B ， 否 则 如 前 进行 即 得 证 明 。 
引 理 5 有 一 算法 足以 对 Pr[?] 中 的 任 一 多 项 式 
人 =Aom+AImI+… 十 Any 
在 Kr 中 作 因 子 分 解 ( 诸 A; 都 EP-， 且 Ao 在 Kr 中 关 0， 又 
mm 之 2)。 详 言 之 ， 即 可 确定 形式 
HA=A’ + 5Cip:, 
A’ = Ai…Aio 
使 以 下 诸 条 件 满足 : 
(1) 诸 人 i 都 是 Pr[?] 中 的 规范 多 项 式 ， 且 在 Kr 中 不 可 
约 。 
(2) H 是 Pr 中 的 多 项 式 ， 且 在 K; 中 尖 0 。 
(3) Ci 都 是 PrLy] 中 的 多 项 式 。 
证 Hermann 在 文献 [9] 中 的 方法 给 出 了 A 在 K; 中 的 因 
子 分 解 。 在 通 分 后 即 得 形式 
DA=B,.…Bi+ BB’ ;pi, 
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其 中 B;:，B'; 都 是 P,[y] 中 的 多 项 式 ，Bi 在 K, 中 不 可 约 , D 是 
pr 中 的 多 项 式 ， 而 在 K; 中 关 0 。 对 每 一 B; 应 用 引 理 2 即 得 所 
需 的 形式 。 又 可 参阅 文献 [12，p.130]。 


四 、 定 理 的 证 明 


至 此 定理 1 一 3 可 容易 地 证 明 如 下 。 

定理 1 的 证 明 . 

对 于 相关 焦 V 的 定义 方程 组 (CI) 试 视 f， Gus… ,Ws， Xi) 
为 一 x 的 多 项 式 ， 以 REW，,… ,Us] 中 的 多 项 式 为 系数 ， 依 据 引 
理 3 的 算法 ,而 以 x 作为 y，0 作为， 可 将 fi 分 解 为 K 中 
的 不 可 约 规范 因子 。 任 取 其 一 为 p, (xD ， 命 Ki 为 将 x 依 方程 

pi(X1)= 0 
添加 于 域 K= Rw,… ,ua) 所 得 的 扩充 域 。 今 视 f 为 不 定量 x 
的 多 项 式 时 ， 必 不 能 在 域 Ki 中 恒 等 于 0 ， 否 则 徐 V 的 维 数 将 
>d ， 这 与 原来 几何 语句 的 确定 性 假设 相 违 。 今 将 x 作为 ?， 
1 作为 + ， 而 应 用 引 理 3 于 妃 ， 即 得 -RE …，uayxiyxzy] 中 
的 多 项 式 f' ;与 一 式 如 
haf2= f’2+ Capio 
这 里 人 7; 视 为 不 定量 x 的 多 项 式 时 ,在 Ki 中 关 0 ， 且 已 分 解 
成 Ki 中 不 可 约 的 规范 多 项 式 的 乘积 。 任 取 一 因子 为 ps(xiyxaz)， 
命 天 为 将 > 依 方程 
Pa(X1,X2) = 0, 
添 入 Ki 后 所 得 的 扩充 域 。 于 是 户 为 Ks 上 不 定量 xs 的 多 项 
式 ， 且 不 便 等于 0 。 今 再 依 引 理 3 以 得 一 式 
hsfs=f 3+ Capi+ Cizp2y 
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其 中 x 的 多 项 式 尹 ; 已 分 解 为 规范 多 项 式 的 乘积 ， 且 每 一 因 

子 在 K; 中 不 可 约 。 任 取 一 因子 为 (xlxa,x3)， 并 依 方程 
Pa(X1,X2,X3) = 0， 

将 xs 添 入 天: 以 得 K:。 如 此 依法 进行 , 即 可 得 一 组 子 和 能 Y′ ,每 

一 V' 都 在 R 上 不 可 约 。 且 在 K 上 有 一 如 下 类 型 的 定义 方程 组 : 
Pi(x1) =0, 


了 了 
pa(xiyxa) = 0， (9 


\ Pr(X1,*** ,Xr)=0 


它 满足 若干 明显 的 条 件 如 第 三 节 所 述 。 

易 见 ， 这 些 子 戏 构 成 了 整个 所 给 的 相关 焦 V*。 普 考虑 V* 
在 R 中 的 任 一 不 可 约 成 份 ， 并 设 《44，…，us，x，…，z") 是 
它 的 一 个 普 点 ， 其 中 ww，…，us 是 独立 的 不 定量 , 而 x1，… ,Xr 
代数 地 依赖 于 这 些 w 。 因 (wu:，…，us，x1) 必须 满足 方程 组 
(1 )， 特 别 应 满足 f,， 故 至 少 需 满足 f, 的 一 个 不 可 约 因 子 ,不 
妨 设 即 为 前 面 的 pi(x:)。 因 (wi，…,wssx1,x2) 必须 满足 方程 
组 ( 工 ) 中 的 其 它 诸 方程 以 及 方程 p,(x,) = 0， 故 由 前 面 关于 玫 
的 等 式 知 ， 这 一 点 也 将 满足 方程 1 ,= 0， 因 而 至 少 须 满 足 1 
的 某 一 不 可 约 因子 ， 设 即 为 前 面 的 pz(xixz) 。 依 次 进行 可 知 ， 
Cuayxzlb xr…) 应 满足 类 型 如 (III) 式 的 一 组 方程 , 而 为 
前 面 所 得 不 可 约 子 能 组 中 某 一 个 的 普 点 。 这 就 证 明了 定理 1 。 

定理 2 与 5 的 证 明 。 

定理 2 从 引 理 1 立即 可 以 得 出 。 定 理 3 则 从 定理 1 与 定理 
2 得 出 。 

附注 。 

我 们 关于 初等 几何 定理 机 械 化 证 明 记 用 的 算法 ， 主 要 幸 涉 
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到 一 些 多 项 式 的 运用 技术 ,例如 算术 运算 与 简单 消 元 法 之 类 。 应 
该 指出 ， 这 些 都 是 十 二 至 十 四 世纪 宋 元 时 期 中 国 数学 家 的 创 
造 ， 在 那 时 已 有 相当 高 度 的 发 展 。 详 细 介 绍 可 参阅 钱 宝 琼 的 著 
作 [13]。 事 实 上 ， 几 何 问题 的 代数 化 与 用 代数 方法 系统 求解 ， 
力 是 当时 中 国 数学 家 主要 成 就 之 一 ， 其 时 间 远 在 十 七 世纪 出 现 
解析 几何 之 前 。 
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儿 何 学 机 械 化 方法 及 其 应 用 


几何 学 机 械 化 方法 ， 起 源 于 十 二 、 三 世纪 宋 元 时 期 初次 出 
现 的 几何 学 代数 化 ， 将 几何 学 问题 化 为 多 项 式 问 题 ， 以 及 相伴 
而 生 的 多 项 式 组 消去 法 。 近 年 来 ， 作 者 初次 利用 计算 机 将 这 种 
方法 施 之 于 初等 几何 定理 的 机 器 证 明 与 机 器 发 明 ， 稍 后 又 推广 
之 于 微分 几何 ， 获 得 了 一 点 成 果 ， 介 绍 如 下 。 

固定 一 组 变量 Xi,…，xn， 以 及 特征 为 0 的 域 K， 以 下 所 谓 
多 项 式 ， 都 指 在 KCXi,… ,xn] 中 而 言 。 

多 项 式 组 TPS = {f1,…fn} 称 为 是 三 角形 的 ,如 果 可 将 xi， 
Xn 分 成 两 部 分 ， 各 记 为 出,…， Ws 与 7,…yr《7+s=n)， 使 
诸 了 具有 以 下 形式 ， 并 符合 诸 条 件 (c:- c2) 

五 = 了 yw + 的 低 次 项 ， 

f= 了 2y2"+ 的 低 次 项 ， 

n= 三 Jnyn"" 十 Yn 的 低 次 项 。 
条 件 是 ， 

(cD 坊 中 诸 久 项 的 系数 都 是 kx,yi，…，y-0 的 多 项 
式 ， 

(cz) I 中 《j<i) 的 次 数 都 <m;， 诸 I 称 为 初 式 。 

对 于 任意 多 项 式 G， 可 唯一 确定 一 式 

Ti 7G = ZOf;+ R, 5 
其 中 si 二 0，QiEk [xi，…xm，REKCX，…xn]= 大 [yiy 
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yw]， 而 RR 中 i 的 次 数 都 小 于 mi, 称 为 G 对 TPS 的 余 式 ， 
记 作 R= Remdr (G/TPS)。 

三 角形 多 项 式 组 TPS 将 称 为 不 可 约 的 ， 如 果 诸 fi 对 而 
言 在 扩 域 ku,y,，,… ,Yi-t》 中 都 是 不 可 约 的 ， 这 时 4 的 个 数 n 
称 为 TPS 的 维 数 ， 记 作 dimTPS。 

对 于 任 一 多 项 式 组 PS 以 及 另 一 多 项 式 日 , 我 们 将 以 Zeno 
(PS/H) 表示 ， 在 k 的 任 一 扩 域 中 使 PS = 0 但 又 不 使 H= 0 
的 那些 零点 的 集体 。 

我 们 的 机 械 化 方法 ， 葛 基于 下 面 两 个 定理 ， 

I (Ritt 原 理 ) : 

任 给 一 多 项 式 组 PS ,可 机 械 地 得 出 一 三 角形 多 项 式 组 TPS 
(不 唯一 ， 称 PS 的 特征 组 )， 使 

(1) Zero(TPS/J)CZero(PS)CCZeroCTPS)。 

(2) Zero(PS) = Zero(TPS/J) + ZZero(PSi), 
其 中 J 指 TPS 中 诸 初 式 1; 的 乘积 ，PSi 指 将 40 添 入 PS 后 的 
多 项 式 组 。 

I 《零点 分 解 定理 )，: 

任 给 一 多 项 式 组 PS 与 男 一 多 项 式 甩 ， 可 机 械 地 得 出 一 个 
分 解 〈 不 唯一 ) 

Zero(PS/H) = ZZero(1RRi/Ri). 
其 中 IRRi 都 是 不 可 约 三 角形 多 项 式 组 ,而 Remdr (Ri/IRRi) 
0。 2 
这 两 定理 都 可 自然 地 推广 于 微分 多 项 式 组 。 

现 应 用 由 这 两 个 定理 所 构成 的 机 械 化 方法 解决 下 述 各 问 
题 。 

1。 初 等 几何 定理 的 机 器 证 明 与 机 器 发 明 。 
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设 与 所 考虑 定理 假设 相当 的 多 项 式 组 为 HYP, 求证 的 结论 

相当 于 多 项 式 CONC， 依 零点 分 解 定理 ， 可 机 械 地 求 得 分 解 
Zero(HYP) = ZZero(IRRi/R;)., 

设 dimIRRi= di，d= Maxdi， 则 定理 成 立 的 充 要 条 件 是 

Remdn(CONC/IRRi) = 0 ,di=d 时 。 

ZZero(IRRi/Ri) 
di<d 

提供 了 使 定理 可 能 不 成 立 的 退化 部 分 。 

由 于 分 解 式 不 甚 易 求 ， 故 在 实际 应 用 中 使 用 了 Ritt 原理 

Zeno(HYP) = Zeno(TPS/J) + LZeno(HYPi), 
于 是 在 Remdn(CONC/TPS) = 0 时, 即 在 J 关 0 的 非 退 化 条 件 
下 定理 成 立 。 这 给 出 了 证 明定 理 的 充分 条 件 。 在 上 述 条 件 不 满 
足 时 ， 可 再 进而 分 解 以 进行 之 。 

吴 文俊 、 周 咸 青 、 王 浩 集体 都 曾 依据 这 一 方法 〈 主 要 是 充 
分 条 件 的 部 分 )， 已 经 证 明 并 发 明了 大 量 定理 。 对 于 某 一 类 所 
谓 Hilbent 型 定理 ， 胡 森 、 王 东明 还 编制 了 特殊 的 程序 ， 也 证 
明和 发 明了 不 少 定理 。 

我 们 的 方法 ， 普 遍 使 用 于 各 种 初等 几何 ， 包 括 非 欧 几何 、 
圆 几 何等 。 

2。 微分 几何 定理 的 机 器 证 明 与 机 器 发 明 。 

由 于 我 们 的 方法 依据 〈Ritt 原理 与 零点 分 解 原理 ) 可 自然 
地 推广 到 微分 多 项 式 ， 因 而 定理 的 机 器 证 明 与 发 明 也 可 自然 地 
推广 到 微分 几何 。 现 在 对 度量 空间 与 仿 射 空间 中 Bentnard 型 
曲线 偶 的 定理 ， 已 做 了 较 详 的 分 析 ， 其 它 方 面 的 工作 在 逐步 进 
行 中 。 

3。 未 知 关系 的 机 械 推导 。 
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某 些 几 何 量 间 应 有 的 未 知 关 系 ， 可 应 用 以 上 方法 自然 地 自 
行 求 出 。 例 如 ,在 一 双 曲 型 非 欧 平面 中 一 个 三 角形 三 边 之 长 已 知 
时 ， 我 们 的 机 械 化 方法 可 自动 给 出 三 角形 的 面积 以 三 边 之 长 表 
达 的 形式 。 双 曲 型 非 欧 空间 中 四 面体 体积 的 求法 ， 是 一 个 似乎 
迄今 还 未 获得 很 好 解决 的 难题 ， 我 们 的 方法 提供 了 一 个 可 以 尝 
试 的 男 一 种 途径 。 

类 似 的 问题 是 大 量 的 ， 因 而 我 们 的 方法 在 应 用 上 有 广阔 的 
前 景 。 

4。 高 次 代数 方程 组 求解 问题 。 

对 于 一 个 三 角形 的 多 项 式 组 ， 其 相应 方程 组 的 求解 可 以 归 
结 为 单个 变量 高 次 方程 逐个 求解 的 问题 ， 不 论 是 求 复数 解 、 实 
数 解 ， 或 整数 解 ， 都 有 众多 的 现成 方法 可 行 。 因 而 零点 分 解 定 
理 提供 了 一 个 方法 ， 对 于 任意 一 组 高 次 代数 方程 ， 可 以 判断 
是 否 有 解 无 解 ， 或 有 有 穷 多 解 和 无 穷 多 解 ， 不 论 事先 规定 是 实 
解 或 整数 解 或 否 都 可 。 在 恰 有 有 限 多 个 解 时 ， 可 将 这 些 解 的 全 
体 无 增 无 漏 地 全 部 求 出 。 由 于 整个 过 程 可 以 形式 地 进行 ， 直 到 
分 成 三 角形 后 再 进行 数值 求解 ， 因 而 误差 积累 的 严 重 性 较 小 。 
我 们 曾 以 之 与 国外 已 有 依据 多 项 式 处 理 的 两 种 方法 比较 ， 对 于 
他 们 所 提出 的 例子 ， 我 们 的 方法 要 优越 得 多 。 

由 于 解 高 次 方程 组 的 问题 是 普遍 出 现 的 ， 而 且 实 际 中 广泛 
使 用 的 超越 函数 ， 事 实 上 往往 可 用 多 项 式 来 代替 ， 因 而 我 们 这 
一 方法 的 应 用 前 景 是 很 乐观 的 。 

5。 因 子 分 解 问题 。 

多 变量 多 项 式 的 因子 分 解 ， 是 计算 机 科学 中 一 个 既 重 要 又 
极为 困难 的 问题 ， 近 年 来 国外 提出 了 一 些 较 好 的 方法 ， 其 理论 
依据 并 不 简单 。 胡 森 、 王 东明 同志 指出 ， 对 于 整 系数 多 项 式 在 
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有 理 数 域 或 任意 代数 数 域 中 的 分 解 因子 ， 可 化 为 一 个 求 某 种 特 
殊 形式 多 项 式 方程 组 的 整数 解 问题 ， 由 此 得 到 了 因子 分 解 的 一 
个 新 方法 。 对 于 某 些 国外 刊物 上 依据 国外 的 方法 在 大 型 计算 机 
上 分 解 因子 的 实例 ， 胡 森 、 王 东明 用 他 们 的 方法 仅 用 手 算 即 已 
很 快 完成 ， 因 而 不 仅 理论 简明 且 方 法 效率 也 较 国 外 已 知 方法 要 
优越 。 

我 国 宋 元 时 代 所 引进 的 多 项 式 概念 与 运算 以 及 消 元 方法 ， 
由 于 其 存在 的 普遍 性 ， 在 此 基础 上 发 展 起 来 的 机 械 化 方法 ， 能 
够 获得 广泛 的 应 用 是 自然 的 。 由 于 表面 上 看 来 是 超越 函数 或 超 
越 方程 定义 的 概念 ,有 许多 可 以 多 项 式 或 微分 多 项 式 来 取代 , 因 
而 现代 数学 中 众多 领域 ， 都 有 可 能 使 用 这 样 的 方法 。 

迄今 为 止 ， 由 于 设备 条 件 等 的 限制 ， 我们 只 使 用 了 微型 机 
或 与 之 相当 的 小 型 机 ， 因 而 进展 缓慢 ， 但 收获 已 经 不 小 。 今 后 
由 于 方法 与 程序 的 本 身 改 进 ， 特 别 由 于 计算 机 的 迅猛 发 展 ， 内 
存 与 计算 速度 每 年 成 倍增 长 ， 可 以 预见 应 用 计算 机 来 解决 所 有 
能 机 械 化 的 问题 ， 必 将 收 到 更 大 的 效果 。 

计算 机 的 使 用 不 仅 对 计算 机 科学 ， 而 且 对 纯粹 数学 也 会 提 
出 新 的 可 能 从 未 想到 过 的 课题 ， 计 算 机 的 使 用 与 纯粹 数学 的 纯 
理论 研究 应 该 是 统一 的 ， 而 决 不 是 某 些 人 所 认为 的 那样 是 对 立 
的 。 


数学 的 机 械 化 与 机 械 化 的 数学 


数值 计算 与 定理 证 明 是 数学 中 两 项 最 主要 的 活动 形式 。 王 
浩 先生 [1] 在 关于 机 械 化 数学 的 论著 中 , 曾 列举 了 这 两 种 活动 的 
若干 不 同 之 点 。 总 的 说 来 ， 计 算 易 而 繁 ， 证明 妙 而 难 。 计 算 之 
所 以 容易 ， 主 要 是 由 于 计算 过 程 往往 已 经 或 易于 做 到 刻板 化 或 
机 械 化 。 正 由 于 已 机 械 化 ， 才 有 可 能 使 十 七 世纪 时 巴 斯 喀 用 此 
轮 传动 造 出 了 加 法 机 ， 并 由 菜 伯 尼 效 改进 成 乘法 机 ， 到 了 现代 
更 使 已 经 机 械 化 了 的 多 种 计算 过 程 通过 电子 计算 机 实现 了 自动 
化 。 与 之 相反 ， 即 使 叙述 颇 为 简单 的 初中 几何 证 明 题 ， 也 往往 
使 许多 大 几何 学 家 束 手 。 如 何 使 定理 证 明 化 难为 易 ， 甚 至 不 惜 
弃 简 就 繁 , 乃 是 机 械 化 证 明 的 目的 所 在 。 为 此 提出 下 面 的 问题 ， 
定理 证 明 是 否 也 可 像 数值 计算 那样 机 械 化 ， 进 而 通过 电子 计算 
机 以 实现 定理 证 明 的 自动 化 。 

这 一 问题 并 非 完 全 是 现代 的 产物 。 事 实 上 ， 早 在 十 七 世纪 
莱 伯 尼 效 时 就 有 机 械 化 证 明 的 设想 。 只 是 直到 十 九 世纪 末 及 以 
后 由 于 希 耳 伯 特 及 其 追随 者 们 建立 并 发 展 了 数理 逻辑 ， 这 一 问 
题 才 具 有 明确 的 数学 形式 。 又 由 于 四 十 年 代 电子 计算 机 的 出 现 ， 
才 使 这 一 设想 有 了 现实 的 意义 。 几 十 年 来 ， 数 理 逻辑 学 家 为 这 
一 问题 付出 了 巨大 劳动 ， 但是， 他们 所 得 到 的 成 果 基 本 上 是 反 
面 的 ， 即 所 谓 不 可 判定 性 ， 例 如 有 ， 

苟 得 尔 定理 ”初等 整数 论 的 定理 证 明 不 可 能 机 械 化 。 

值得 称道 的 正面 的 结果 则 有 
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泰 斯 基 定 理 TL2] 初 等 几何 (以 及 初等 代数 ) 的 定理 证 明 可 
以 机 械 化 。 

泰 斯 基 等 还 因 之 提出 制造 所 谓 判定 机 器 (也 就 是 证 明 机 ) 
的 设想 。 然 而 他 们 的 方法 与 设想 都 不 是 切实 可行 的 。1976 年 
IEEE 刊物 上 有 一 篇 关于 美国 机 器 证 明 试验 的 报道 [3、4], 用 泰 
斯 基 方 法 于 电子 计算 机 只 能 证 明 一 些 近 于 同 义 反 复 的 儿戏 式 
“定理 ”, 例 如 ,“ 若 Pi，…， Ps 五 点 中 Pi,P:,Ps 又 Pi,P:,P4 又 
Pi,Ps,P; 各 在 一 条 直线 上 ， 则 P;,P4,P; 也 在 一 条 直线 上 。” 总 
之 ， 直 到 目前 为 止 , 国 外 对 于 机 械 化 证 明 的 尝试 处 于 胶着 状态 ， 
劳 而 少 功 ， 实 质 上 是 失败 的 。 

但 是 ， 甚 至 在 1899 年 出 版 希 耳 伯 特 的 经 典 著作 《几何 基 
础 汇 5] 中 ,就 有 着 耐人寻味 的 正面 的 机 械 化 结果 ， 只 是 从 来 没 
有 人 注意 过 ， 也 许 包括 希 耳 伯 特 自己 在 内 。 该 书 向 来 被 认为 是 
公理 化 的 典范 ， 但 实质 上 希 耳 伯 特 却 指出 了 (也 许 是 不 自觉 的 ) 
如 何 从 公理 化 通过 代数 化 到 达 机 械 化 的 道路 。 作 为 该 书 主体 部 
分 前 六 章 的 最 后 一 个 定理 〈 第 八 版 定理 62)， 即 可 解释 成 为 下 
面 的 : 

希 耳 伯 特 机 械 化 定理 H 初等 几何 中 只 涉及 从 属 与 平行 关 
系 的 定理 证 明 可 以 机 械 化 。 

这 一 定理 自然 是 泰 斯 基 定理 T 的 一 个 特例 。 但 与 泰 斯 基 
定理 不 同 ， 希 耳 伯 特 的 机 械 化 证 明 方法 是 切实 可 行 的 。 甚 至 只 
用 手 算 就 可 证 明 颇 为 复杂 非 不 足 道 的 (只 涉及 从 属 与 平行 关系 
的 ) 定理 。 依 据 它 也 不 难 编 成 程序 在 计算 机 上 实现 。 

现 将 希 耳 伯 特 的 机 械 化 方法 大 致 说 明 如 下 。 

希 耳 伯 特 把 初等 几何 的 公理 分 成 五 类 :( 工 ) 从 属 公理 ,( 了 ) 
次 序 公理 ，( 丰 ) 全 合 公理 ，( 了 ) 平行 公理 ，(Y ) 连续 公理 。 
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现 假定 空间 的 第 ! ， 工 类 公理 与 第 入 类 公理 成 立 ， 则 在 直线 上 
任意 取 定 两 点 0 与 I ， 直 线 上 的 点 之 间 即 可 引进 加 法 与 乘法 以 
得 一 满足 通常 的 结合 、 交 换 与 分 配 等 定律 的 数 系统 ， 其 中 0 与 
I 各 与 0 与 1 相当 ， 但 乘法 交换 律 除外 。 如 果 我 们 的 几何 是 所 
谓 巴 斯 喀 几 何 ， 即 巴 斯 喀 定理 成 立 ， 则 这 一 数 系统 也 将 满足 乘 
法 交换 律 ， 依 据 希 耳 伯 特 的 证 明 ， 如 此 所 得 的 数 系 统 与 直线 以 
及 上 面 0 与 1 的 选择 无 关 ， 即 唯一 确定 至 一 同 构 。 在 空间 中 任 
取 三 个 不 同 平面 的 共 点 直线 以 公共 点 作为 这 些 直 线 上 建立 数 系 
统 时 的 0 点 ， 则 依 通常 方法 即 可 建立 一 座 标 系统 ， 点 、 直 线 、 
平面 等 几何 元 素 可 用 数 系统 中 的 数 或 数 之 比 来 表示 。 把 它们 统 
称 为 几何 数 标 ， 则 一 切 几 何 元 素 间 的 从 属 或 平行 关系 都 可 通过 
它们 的 几何 数 标 的 多 项 式 等 式 关系 来 表达 ， 而 多 项 式 中 每 一 数 
标的 次 数 都 是 一 次 。 这 就 是 希 耳 伯 特 从 公理 化 出 发 以 到 达 代数 
化 的 具体 步骤 。 

一 个 通常 的 几何 定理 ， 无 非 是 说 如 果 某 些 几何 元 素 满足 若 
干 几何 关系 假设 )， 则 它们 必 将 满足 某 一 几何 关系 (终结 )。 
任 取 一 座 标 系 并 把 它们 都 用 数 标 表示 则 其 中 某 些 数 标 可 以 是 任 
意 的 ， 称 之 为 参数 ， 另 一 些 则 须 受 假设 中 几何 关系 的 约束 而 不 
再 任意 ， 称 之 为 束 数 。 又 由 于 定理 中 的 几何 元 素 往往 是 通过 联 
线 ， 作 平行 线 ， 相 交 等 手续 逐步 作出 ， 因 而 可 将 这 些 数 标 排 成 
某 一 次 序 ， 并 将 参数 与 束 数 各 依次 记 为 机,…，uwa 以 及 xm 
Xr。 经 过 简单 化 约 即 可 将 假设 表述 为 下 面 的 方程 组 : 

Aixi+Bi= 0, i=1,.…,r, (1) 

其 中 ，A;，B; 都 是 出 ，… ,ta 与 x,… ,Xi-! 的 多 项 式 。 同 样 终结 
可 表达 为 


Bye sas Xs Kr) = 0， (2) 
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其 中 ，8 也 是 多 项 式 。 于 是 原来 的 几何 定理 无 非 是 说 ， 


方程 (2) 是 方程 组 (1) 的 自然 结果 。 
这 一 断言 是 否 成 立 是 容易 验证 的 。 事 实 上 ， 从 式 (1) 经 过 
逐步 约 化 可 依次 得 
M = Pi/Q，t1=1，…r， (3) 


其 中 ，P，@i 都 是 Wi，…ua 的 多 项 式 。 代 入 8 中， 得 


P,.,.P 
ge 人。 


由 于 ww 都 是 参数 ，g 之 是 否 为 0 即 可 直接 从 计算 得 出 。 

显然 所 有 的 过 程 都 可 机 械 地 进行 ， 这 就 是 希 耳 伯 特 的 机 械 
化 证 明 方法 。 这 一 结果 也 可 概括 为 

希 耳 伯 特 机 械 化 定理 P 巴 斯 喀 几何 的 定理 证 明 可 以 机 械 
化 。 

由 于 巴 斯 喀 定理 可 利用 全 合 公 理 证 明 ， 因 而 定理 了 自然 包 
插 了 和 希 耳 伯 特 机 械 化 定理 五 。 

在 1976 与 1977 年 之 交 ， 作 者 开始 从 事 定理 证 明 的 机 械 化 
问题 ， 获 得 了 下 面 的 结论 [6] 

定理 1 初等 几何 中 只 奉 涉 到 从 属 、 平 行 与 全 合 关系 的 定理 
证 明 可 以 机 械 化 。 

我 们 机 械 化 证 明 方法 实质 上 与 希 耳 伯 特 的 方法 不 约 而 同 。 
例如 与 前 同样 选择 座 标 系 ， 将 诸 几 何 元 素 的 数 标 分 成 参数 与 束 
数 两 类 并 排 成 次 序 为 ww，… ,wa 与 x,，,… ,Xx;:。 所 不 同 者 是 与 假 
设 部 分 相当 的 方程 不 再 对 每 一 xi 是 线性 的 ， 而 有 较 一 般 的 形 
式 ， 

Pioxi™ + Pixini+ 二 Pini= 0，i=1) ory (4) 

其 中 ， 诸 Pi 都 是 二 ,… ,ua 与,…Xii 的 多 项 式 。 记 基 域 
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添加 蕊 ,za 后 的 域 为 Ko。， 则 在 通常 可 称 为 “不 可 约 * 的 情形 ， 
在 Ks。 中 Pio 关 0， 且 (4); 不 可 约 。 记 Ko 添加 满足 (4) 的 X% 
后 的 域 为 K:， 则 在 Ki 中 Pzo 夫 0， 且 《4); 不 可 约 , 依次 类 
推 。 记 《4); 的 左边 为 i， 则 任 一 多 项 式 g 《4,9… WasX1，*…Xr) 
用 除法 可 得 


PauPros"g=8°+ Dhifi, 
iel 


其 中 ，8" 对 每 一 xi 的 次 数 都 二 m:， 称 为 g 对 fi 的 余 式 。 于 
是 定理 结论 式 〈2) 成 立 的 充 要 条 件 是 余 式 8" = 0 。 在 一 般 情 
形 即 fi 在 相应 域 中 非 不 可 约 时 ， 则 可 先 将 fi 分 解 因 子 后 进 
行 ， 而 分 解 因 子 的 手续 也 是 可 以 机 械 化 的 。 

显然 定理 1 包括 了 希 耳 伯 特 的 定理 互 ， 但 仍 包 括 于 泰 斯 基 
的 定理 工 之 中 。 然 而 , 与 希 耳 伯 特 定理 相似 而 与 泰 斯 基 定理 不 
同 ， 我 们 的 机 械 化 方法 是 切实 可 行 的 ， 即 使 用 手 算 也 可 证 明 例 
如 富 尔 巴赫 那样 艰深 的 定理 。 据 此 编 成 程序 以 在 计算 机 上 实现 
并 无 实质 上 的 困难 。 数 学 所 陈 东 岳 等 同志 以 及 美国 王 浩 先生 都 
曾 在 电子 计算 机 上 实施 过 。 作 者 本 人 也 曾 在 国产 长 城 203 台式 
机 上 实施 过 。 三 者 都 曾 证 明 西 姆 森 线 那样 非 不 足 道 的 定理 。 我 
们 的 经 验 是 ， 即 使 是 一 台 小 型 台式 计算 机 ,只 须 容量 足够 大 ( 现 
在 HP 9835 或 9845 型 台式 机 的 内 存 已 可 达到 256 K 以 至 400 
余 玉 字 节 和 这 里 每 字 节 合 8 字 位 )， 应 可 证 明 极为 繁复 艰深 的 
定理 ， 而 计算 时 间 完 全 可 以 接受 〈 例 如 儿 个 或 几 十 个 小 时 )。 

我 们 还 可 对 所 需 计 算 量 作出 理论 的 估计 ， 如 下 面 的 

定理 2 初等 几何 中 只 奉 涉 从 属 、 平 行 与 全 同 关系 且 “ 不 可 
约 ” 的 定理 证 明 ， 其 计算 量 满足 下 面 的 关系 : 

计算 复杂 度 志 定理 复杂 度 。 几何 复杂 度 。 
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上 述 定理 中 “不 可 约 ” 即 前 面 提 到 通常 的 情形 ， 往 往 从 定 
理 叙 述 的 几何 内 容 即 可 一 望 而 知 。 计 算 复 杂 度 依 斯 特 拉 逊 定 
义 [7], 定 理 复杂 度 与 几何 复杂 度 可 用 具体 的 公式 表达 ， 也 可 从 
“图 形 ” 直 接 读 出 。 

1977 与 1978 年 之 交 ， 作 者 又 将 初等 几何 的 结果 推广 至 初 
等 微分 几何 , 即 [8] 

定理 3 初等 微分 几何 中 凡 可 用 微分 多 项 式 等 式 关系 来 表 
达 的 定理 的 证 明 可 以 机 械 化 。 

这 里 定理 证 明 的 机 械 化 方法 依赖 于 里 奇 埃 与 里 脱 关 于 微分 
方程 与 微分 代数 的 理论 与 方法 [9], 比 初等 几何 的 情形 要 复杂 得 
多 。 但 据 之 以 编 成 程序 以 在 计算 机 上 实现 仍 非 难事 ,而 且 粗 略 估 
计 一 具 HP 型 的 台式 计算 机 应 该 已 足够 了 。 

上 面 一 些 结果 的 相互 关系 可 用 图 形 示 意 表达 。 





直到 现在 ， 我 们 还 没有 找到 一 种 切实 可 行 的 方法 来 实现 整 

个 初等 几何 定理 证 明 的 机 械 化 。 这 牵涉 到 希 耳 伯 特 著名 的 第 17 

问题 。 这 一 问题 虽 已 在 1926 年 为 阿 丁 所 解决 [10], 但 他 的 解决 

方法 只 是 存在 性 的 。 阿 丁 曾 提 出 寻找 构造 性 解决 方法 的 问题 

经 过 四 十 多 年 到 近年 才 出 现 这 样 的 方法 [11]， 但 仍 不 是 切实 可 
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行 的 。 而 且 希 耳 伯 特 第 17 问题 的 提 法 与 我 们 的 要 求 还 有 距离 。 
总 之 ， 这 是 一 个 理论 的 探索 性 问题 ， 解 决 似 非 易 事 。 

另 一 方面 ， 我 们 的 结果 适用 于 各 种 克 来 因 型 的 几何 ， 而 不 
只 是 初等 几何 而 已 。 

我 们 的 结果 还 表明 ， 尽 管 某 一 数学 领域 整个 说 来 是 不 可 能 
机 械 化 的 ， 但 并 不 排除 其 中 一 部 分 可 以 机 械 化 。 如 何 发 现 这 样 
一 些 可 以 机 械 化 的 部 分 领域 ， 提 出 切实 可 行 的 机 械 化 方法 ， 又 
是 一 项 高 度 理论 的 探索 性 问题 ， 只 有 对 该 领域 有 深邃 认识 才 有 
解决 的 希望 。 

最 后 应 该 指出 ， 我 们 从 事 机械 化 定理 证 明 工 作 获得 成 果 之 
前 ， 并 不 了 解 泰 斯 基 的 已 有 工作 ， 更 没有 想到 与 希 耳 伯 特 《 几 
何 基础 》 会 有 任何 关系 。 事实 上 ， 我 们 是 在 中 国 古 代数 学 的 
学 习 与 启发 之 下 提出 问题 并 想 出 解决 办 法 来 的 。 其 根本 原因 
是 : 中国 的 古代 数学 基本 上 是 一 种 机 械 化 的 数学 ， 而 几何 的 代 
数 化 又 是 宋 元 时 期 我 国 数学 的 主要 成 就 。 我 们 的 研究 工作 还 只 
是 一 个 开端 。 如 何 继续 发 扬中 国 古代 传统 数学 的 机 械 化 特色 ， 
对 数学 各 个 不 同 领域 探索 实现 机 械 化 的 途径 ， 建 立 机 械 化 的 数 
学 ， 则 是 本 世纪 以 至 可 能 编 百 整个 二 十 一 世纪 才能 大 体 趋 于 完 
善 的 事 。 
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《几何 定理 机 器 证 明 的 基本 
原理 (初等 几何 部 分 )》 的 导言 


几何 学 起 源 于 人 们 观 天 测 地 这 一 类 实践 活动 ， 这 一 点 似 已 
成 为 定论 ， 无 可 置疑 。 但 不 同 地 区 的 人 们 在 总 结 各 种 经 验 ， 综 
合 上 升 为 理论 ， 最 后 发 展 成 为 一 门 科学 的 过 程 中 ， 却 有 着 不 同 
的 方式 、 方 法 与 途径 。 恩 格 斯 说 过 ，“ 纯 数学 的 对 象 是 现实 世 
界 的 空间 形式 和 数量 关系 "。 古 希腊 时 代 , 对 待 几何 学 就 有 两 种 
不 同 的 方法 ， 一 种 可 以 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 为 代表 ， 把 数 
量 关 系 完全 排除 在 外 ,而 单纯 追求 各 种 几何 事实 间 的 逻辑 关系 ， 
以 此 建立 几何 公理 体系 ， 成 为 数学 中 演绎 推理 方法 的 典范 ， 另 
一 种 可 以 阿 基 米 德 的 有 关 著 作为 代表 ， 着 重 研究 几何 图 形 的 数 
量 特征 或 其 量度 ， 诸 如 圆周率 、 球 面 面 积 以 及 抛物 线 弓 形 面积 
的 计算 等 等 。 尽 管 这 二 者 各 具 特 色 ， 风 格 殊 异 ， 体 现 了 几何 发 
展 中 的 两 种 不 同体 系 ， 但 都 为 数学 发 展 作出 了 巨大 贡献 。 

我 国 几何 学 的 发 展 则 是 始终 与 数量 关系 形影不离 的 。 诸 如 
面积 、 体 积 的 量度 以 及 关于 义 股 定理 的 应 用 ， 在 我 国 古代 几何 
中 一 直 占 据 着 中 心 位 置 。 那 时 我 国 没有 陷入 烦琐 的 成 堆 公理 之 
中 ， 而 是 提炼 出 几 条 一 般 原理 ， 并 以 此 作为 广泛 应 用 与 推理 论 
证 的 依据 。 例 如 ,出 入 相 补 原理 ,体积 理论 中 的 刘 微 原理 以 及 与 
十 六 世纪 欧洲 出 现 的 Cavalieri 原理 相当 的 刘 祖 原理 等 。 所 谓 
阿 基 米 德 与 欧 几 里 得 的 两 种 不 同体 系 ， 在 我 国 古代 几何 中 兼 而 
有 之 。 色 股 定理 自然 地 引起 平方 根 的 计算 问题 ， 而 我 国 古代 求 
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平方 根 和 立方 根 的 方法 ， 其 步骤 就 是 以 出 入 相 补 原理 为 几何 背 
景 逐 步 索 骏 而 得 。 由 平方 根 和 立方 根 的 计算 逐步 发 展 为 二 次 以 
至 高 次 方程 的 解法 及 其 理论 ， 最 后 导致 天 元 术 的 发 现 以 及 几何 
的 代数 化 、 多 项 式 的 运算 与 消去 法 等 。 本 书 所 阐述 的 几何 定理 
证 明 的 机 械 化 问题 ， 从 思维 到 方法 ， 至 少 在 宋 元 时 代 就 有 蛛 丝 
马 迹 可 寻 。 虽 然 这 是 极其 原始 的 ， 但 是 ， 仅 就 著者 本 人 而 言 
主要 是 受 中 国 古 代数 学 的 启发 。 

在 古代 几何 的 发 展 中 ， 由 于 对 数量 关系 的 不 同 认识 而 引起 
了 各 种 倾向 ， 直 到 十 七 世纪 解析 几何 的 出 现 才 得 到 了 统一 。 这 
使 得 几何 的 问题 可 以 用 代数 的 方法 来 处 理 ， 以 致 可 以 避免 欢 几 
里 得 那 种 几何 综合 证 法 所 需要 的 高 度 技巧 。 虽 然 几 何 综合 方法 
以 其 直观 引人入胜 ， 且 曾 在 十 九 世 纪 有 过 一 段 复兴 的 时 期 ， 但 
终究 难 与 解析 几何 的 代数 方法 相 匹敌 。 现 代 几 何 学 的 许多 最 重 
要 的 领域 ， 例 如 微分 几何 与 代数 几何 ， 往 往 一 开始 就 假定 了 一 
个 数 系统 〈 一 般 是 一 个 数 域 ， 甚 至 是 特殊 的 实数 域 与 复数 域 ) ， 
由 此 构成 仿 射 空间 或 投影 空间 ， 然 后 用 坐标 或 以 函数 与 导数 间 
的 代数 关系 式 来 引进 各 种 几何 图 形 ， 如 曲线 、 曲 面 及 其 几何 关 
系 等 等 。 纯 正 的 从 公理 出 发 的 综合 方法 只 占据 着 一 个 较 小 的 、 
主要 是 初等 的 角落 ， 且 应 用 这 种 方法 往往 是 出 于 对 几何 学 基础 
上 的 考虑 才 对 公理 间 的 逻辑 关系 进行 细致 的 分 析 ， 并 不 是 为 了 
丰富 几何 学 的 具体 内 容 而 登 瓦 添 砖 。 在 数 的 基础 上 建立 起 整个 
几何 学 的 大 厦 ， 夏 来 已 是 大 势 所 趋 。 

然而 ,尽管 几何 学 可 以 从 纯粹 数量 关系 的 形式 上 建立 起 来 
但 总 不 能 不 考虑 几何 的 直观 背景 与 来 源 ， 也 不 能 不 考虑 它 的 基 
础 问题 。 如 何 从 原始 的 现实 形象 提炼 出 一 套 几何 学 的 公理 系统 
(或 若干 原理 ) ， 又 如 何 从 公理 系统 发 展 到 坐标 系统 ， 使 代数 方 
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法 得 以 在 几何 中 发 挥 作 用 ， 这 些 都 是 应 当 说 明 的 问题 。 对 于 称 
为 欧 几 里 得 的 那 种 常见 常用 的 几何 学 ， 在 Hilbert 的 《几何 基 
础 》( 见 Hilbert[2]》 这 一 经 典 著作 中 已 经 作 了 详尽 的 论述 ,我 
们 容易 认为 ， 从 几何 公理 引入 坐标 建立 解析 几何 是 轻而易举 的 
事情 。 但 这 是 由 于 我 们 运用 了 关于 实数 系统 与 初等 几何 的 全 部 
知识 所 产生 的 错觉 。 事实 上 ， 这 一 过 程 是 颇 为 曲折 与 艰难 的 ， 
我 们 仅 从 Hilbert 的 书 如 何 依 据 公理 系统 引入 数 系 统 再 引入 坐 
标的 过 程 就 可 以 看 清楚 。 在 此 过 程 中 ,Hilbert 所 称 的 两 条 Des- 
argues 公理 以 及 一 条 Pascal 公理 扮演 了 极其 重要 的 角色 ,而 且 
就 象 本 书 第 二 章 和 第 六 章 所 指出 的 那样 ， 投 影 几何 与 仿 射 几何 
数 系统 的 引入 有 很 大 的 区 别 。 虽 然 这 两 者 都 只 依 赖 Desargues 
公理 〈 以 及 一 些 最 简单 的 关联 公理 等 》 就 可 在 各 直线 上 引入 彼 
此 同 构 的 数 系统 ,但 对 于 仿 射 几何 ,这 些 数 系统 之 间 有 唯一 确定 
(Canonical) 的 同 构 关系 ， 而 投影 几何 则 只 能 在 所 谓 Pappus 
公理 成 立 的 假定 下 才能 唯一 确定 这 些 同 构 。 一 般 的 几何 学 著作 ， 
似乎 都 忽略 了 这 一 点 ,其 原因 之 一 可 能 是 偏重 于 欧 几 里 得 传统 ， 
着 眼 于 公理 间 的 逻辑 关系 ， 而 置 数 系统 与 坐标 的 引入 于 次 要 的 
地 位 ， 或 直接 从 数 系统 出 发 建立 几何 学 ， 而 不 再 考虑 几何 对 象 
的 现实 来 源 与 公理 基础 。 把 公理 系统 与 数量 关系 之 间 的 沟通 作 
为 探讨 的 主题 ， 迄 今 为 止 ，Hilbert 的 书 仍 是 最 具 代表 性 的 著 
作 。 由 此 还 可 看 出 ， 即 使 是 人 所 熟知 的 那 种 投影 几何 与 仿 射 
几何 ， 其 坐标 的 引入 也 决 非 如 通常 想象 的 那样 简单 。 至 于 奠基 
于 种 种 不 同 的 公理 系统 之 上 的 各 种 不 同 几何 ， 其 数 系统 与 坐标 
系统 引入 的 困难 程度 ， 就 更 不 难 想象 了 。 

不 仅 如 此 ， 即 便 从 公理 系统 出 发 ， 到 达 了 坐标 系统 并 建立 
了 相应 的 解析 几何 ， 使 几何 定理 的 证 明 完 全 化 成 纯 代 数 问题 ， 
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也 并 不 见得 就 一 定 容易 .首先 ,由 于 解决 这 些 代数 问题 的 计算 量 
往往 过 大 ， 使 人 望而却步 ， 其 次 因为 代表 几何 关系 而 出 现 的 那 
些 代 数 关系 式 往往 杂乱 无 章 ， 使 人 无 所 措 手 。 从 这 些 杂乱 无 章 
的 代数 关系 式 中 要 找 出 一 条 途径 ， 以 到 达 要 证 明 的 那些 关系 式 
往往 需要 高 度 的 技巧 。 这 只 要 翻阅 一 下 过 去 的 大 量 著作 ， 例 如 
Salmon[1，2，3) 等 书 就 清楚 了 。 现 在 ， 由 于 计算 机 的 出 现 ， 
对 繁杂 的 计算 已 经 有 了 有 效 的 处 理 办 法 。 因 此 ， 如 何 把 杂乱 无 
童 的 代数 关系 式 整理 得 井然 有 序 ， 使 计算 机 得 以 发 挥 其 威力 ， 
便 成 为 整个 问题 的 关键 记 在 。 

至 此 ， 几 何 定理 的 证 明 问题 可 以 分 成 下 面 三 个 主要 步 又， 

第 一 步 ， 从 几何 的 公理 系统 出 发 ,引进 数 系统 与 坐标 系统 ， 
使 任意 几何 定理 的 证 明 问 题 成 为 纯 代 数 问题 。 

第 二 步 ， 将 几何 定理 假设 部 分 的 代数 关系 式 进行 整理 ， 然 
后 依 确定 步 又 验证 定理 终结 部 分 的 代数 关系 式 是 否 可 以 从 假设 
部 分 已 整理 成 序 的 代数 关系 式 中 推出 。 

第 三 步 ， 依 据 第 二 步 中 的 确定 步骤 编 成 程序 ， 并 在 计算 机 
上 实施 。 以 得 出 定理 是 否 成 立 的 最 后 结论 。 

我 们 称 第 一 步 为 几何 的 代数 化 与 坐标 化 ， 第 二 步 为 几何 的 
机 械 化 ， 至 于 第 三 步 能 否 使 用 计算 机 作 最 后 验证 ， 完 全 依赖 于 
第 二 步 机 械 化 之 是 否 可 能 。 由 于 计算 机 只 能 识别 有 限 的 事物 ， 
因此 一 个 先决 条 件 乃 是 第 二 步 中 的 代数 关系 式 必须 都 以 有 限 的 
形式 出 现 。 所 以 ， 如 果 第 二 步 中 的 代数 关系 式 牵涉 到 连续 、 极 
限 一 类 概念 ， 甚 至 以 超越 函数 的 形式 出 现 ， 即 排除 了 使 用 计算 
机 的 可 能 性 。 相 反 ， 如 果 这 些 代 数 关 系 式 都 是 以 多 项 式 的 形式 
出 现 ， 且 其 系数 都 是 整数 ， 则 对 于 计算 机 的 使 用 只 是 依据 第 二 
步 中 所 确定 的 步 又 编制 程序 的 问题 ,不 会 有 任何 实质 的 困难 。 如 
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果 一 门 几何 可 以 找到 这 样 三 步 〈 事 实 上 只 要 前 面 两 步 即 可 ) 来 
完成 定理 的 证 明 ， 我 们 就 说 这 门 几 何 可 以 机 械 化 ， 并 把 可 以 机 
械 化 的 结论 称 为 机 械 化 定理 。 机 械 化 定理 是 否 成 立 ， 依 赖 于 第 
一 、 二 两 步 能 否 实现 ， 而 这 两 者 完全 是 纯 理论 性 的 问题 。 

一 门 几 何 能 否 机 械 化 ， 并 不 显然 。 相 反 ， 由 于 通常 的 各 种 
几何 广泛 使 用 了 连续 、 极 限 一 类 概念 ， 尤 其 是 微分 几何 离 不 开 
函数 与 微分 ， 因 而 从 表面 上 看 似乎 不 能 使 用 计算 机 进行 证 明 。 
但 事实 上 并 非 如 此 ， 其 道理 颇 为 深奥 。 按 Hilbert 的 《几何 基 
础 》 其 重要 的 一 点 是 说 ,通常 几何 的 基础 完全 可 以 排除 连续 这 样 
一 类 公理 ,在 该 书 俄 译本 Rashevsky 所 作 的 序言 中 ,就 曾 明确 指 
出 了 其 中 心思 想 ,实质 上 就 是 几何 学 的 发 展 可 与 连续 公理 无 关 。 
在 Hilbert 的 另 一 篇 关于 Bolyai-Lobachevsky 非 欧 几何 的 文 
章 (HilbertC2]) 之 末 ， 也 明确 指出 了 这 一 点 。 正 因为 如 此 , 几 
何 的 公理 ,定理 与 证 明 ，, 实 质 上 都 可 以 用 有 限 次 的 构造 步骤 来 叙 
述 以 至 完成 。 这 也 就 提供 了 几何 定理 证 明 有 可 能 机 械 化 的 依据 。 
就 著者 所 知 ， 最 早 的 一 条 真正 的 机 械 化 定理 即 见于 Hilbert 的 
《几何 基础 》 一 书 ， 本 书 第 三 章 即 致 力 于 这 一 机 械 化 定理 的 证 
明 ， 并 称 之 为 Hilbert 机 械 化 定理 ， 参见 Wu Wen-jun[4]。 

同样 的 论点 也 适用 于 微分 几何 。 如 果 抛 开 几 何 的 实质 ， 只 
从 形式 逻辑 关系 来 考虑 〈 定 理 的 证 明 要 求 这 一 点 已 经 足够 ) ,在 
微分 几何 的 各 种 概念 与 定理 的 叙述 中 出 现 的 那 种 函数 与 导数 完 
全 可 以 形式 地 来 对 待 ， 而 不 必 考 虑 其 是 否 与 真正 的 连续 性 或 极 
限 过 程 有 关 。 因 此 ， 即 使 是 微分 几何 的 定理 证 明 ， 也 存在 着 通 
过 有 限 次 形式 上 的 构造 步骤 借助 于 计算 机 来 进行 定理 证 明 的 可 
能 性 。 事 实 上 ， 情 况 也 确实 如 此 。 我 们 已 经 通过 计算 机 证 明了 
微分 几何 的 某 些 定理 ， 而 且 在 微型 计算 机 上 也 做 过 一 些 试验 ， 
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参阅 Wu Wen-jun[2,3] 两 文 。 

我 们 把 几何 按 其 是 否 涉及 微分 而 粗略 地 分 成 两 大 类 ， 一 类 
是 微分 几何 ， 另 一 类 则 是 所 谓 的 初等 几何 。 为 方便 ， 现 改称 
通常 称 为 欧 氏 几何 的 那 种 初等 几何 为 常用 几何 。 著 者 将 陆续 闹 
明 各 种 几何 机 械 化 的 理论 与 方法 。 本 书 只 论述 初等 几何 机 械 化 
的 基本 原理 ， 在 另 一 本 与 此 并 行 的 姐妹 篇 《几何 定理 机 器 证 明 
的 理论 、 方 法 与 实践 初等 几何 部 分 )》 中 ， 将 阐明 这 一 机 械 化 
理论 与 方法 在 计算 机 上 的 具体 实施 ， 其 中 包括 程序 的 编制 ， 计 
算 量 的 估计 ， 具 体 定理 的 证 明 ， 新 定理 的 发 明 以 及 几何 的 理论 
和 方法 对 计算 机 使 用 效率 的 改进 与 各 种 应 用 等 等 。 在 本 书 以 后 
的 有 关 书 籍 中 则 将 致力 于 阐述 微分 几何 的 机 械 化 问题 以 及 各 种 
有 关 的 理论 问题 。 

本 书 共 分 六 章 。 前 两 章 是 关于 几何 机 械 化 的 预备 知识 。 作 
为 实例 ， 我 们 集中 讨论 常用 几何 , 即 通常 所 称 的 欧 几 里 得 几何 ， 
并 详细 说 明 从 公理 出 发 建立 坐标 系统 的 过 程 。 为 简便 起 见 ， 只 
讨论 平面 情形 ， 又 为 了 讨论 有 所 遵循 ， 一 切 都 围 绕 Hilbert 所 
提出 的 五 类 公理 进行 (这 五 类 公理 是 关联 公理 、 次 序 公理 、 全 
合 公理 、 平 行 公理 与 连续 公理 )。Hilbert 在 建立 常用 几何 时 按 
弃 了 连续 公理 ,但 次 序 公 理 和 关联 公理 则 贯 察 在 他 的 整个 体系 
中 ， 其 至 全 合 概念 与 全 合 公理 本 身 都 不 能 独立 于 次 序 概念 之 外 
来 叙述 ,如 何不 依赖 于 次 序 概念 与 次 序 公 理 而 较 早 地 引入 垂直 、 
全 合 以 及 其 它 度 量 概 念 ， 似 乎 为 Hjelmslev 首先 提出 ， 并 一 直 
延续 到 本 世纪 五 、 六 十 年 代 ,参阅 Bachmann [1)] 及 Klingenb- 
erg, Lenz, Reidemeister, Schiilte, Sperner， Winternitz 等 
的 著作 。 他 们 的 着 眼 点 似 在 研究 反应 一 些 几何 主要 概念 的 不 同 
公理 组 之 间 的 逻辑 依存 关系 。 与 此 相反 ， 本 书 的 目的 在 于 几何 
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的 机 械 化 ， 而 不 在 于 几何 的 公理 化 。 对 于 公理 的 独立 性 与 相互 
依存 问题 不 是 我 们 的 旨 趣 所 在 。 但 是 就 机 械 化 这 一 主题 而 论 ， 
在 机 械 化 的 理论 与 方法 上 有 无 次 序 公理 却 大 不 相同 。 此 外 ， 在 
一 些 现代 几何 ,例如 代数 几何 中 ， 主 要 考虑 的 是 复数 域 或 特征 
为 0 的 任意 数 域 ， 根 本 不 存在 任何 次 序 关系 。 即 使 在 有 次 序 关 
系 的 几何 中 ， 真 正 涉及 到 次 序 关系 的 定理 也 并 不 占 主 要 地 位 。 
凡 此 种 种 ,说 明 在 从 公理 出 发 建立 几何 时 ,次 序 关系 有 必要 退 居 
较 次 要 的 地 位 。 为 此 ， 在 前 两 章 建立 常用 几何 的 过 程 中 ， 次 序 
关系 尽量 移 后 ， 而 逐步 引入 各 种 无 序 几何 与 有 序 几 何 。 在 引入 
几何 的 数 系统 以 完成 前 面 第 一 步 所 说 的 代数 化 与 坐标 化 时 ， 虽 
然 仍 象 Hilbert 一 书 那样 ， 主 要 依据 以 Desargues 与 Pascal 命 
名 的 两 条 公理 , 但 已 不 再 象 Hilbert 那样 把 次 序 公理 挫 杂 其 间 。 
此 外 ， 我 们 又 添加 了 一 条 无 限 公理 ， 借 以 排除 一 切 有 限 几何 。 
因为 从 机 械 化 的 角度 来 看 ， 有 限 几 何 可 以 机 械 化 是 显然 的 。 

本 书 的 后 四 章 致力 于 几何 的 机 械 化 问题 。 传 统 的 欧 几 里 得 
证 明定 理 的 方法 要 求 对 个 别 的 定理 寻求 个 别 的 证 法 ， 而 且 每 一 
证 明 总 是 要 求 某 种 新 的 、 往 往 是 奇 巧 的 想法 (参阅 Kline[1) 的 
307 一 308 页 ， 中 译本 的 工 .8)。 本 书 关于 几何 定理 证 明 的 机 械 
化 寻求 的 是 一 般 方法 ， 它 不 仅 适用 于 个 别 的 定理 ， 而 且 适 用 于 
整个 某 一 类 型 的 定理 ， 甚 至 可 以 说 是 某 一 种 几何 的 所 有 定理。 
只 要 依照 书 中 所 述 的 方法 机 械 地 进行 ， 在 有 限 步 之 后 ， 就 可 对 
整个 一 类 定理 得 到 统一 的 证 真 或 证 伪 ， 而 无 分 难 易 ， 要 做 到 这 
一 点 ， 必 须 通过 以 数量 关系 为 主 的 代数 方法 来 实现 ， 而 几何 的 
代数 化 乃 是 关键 性 的 一 步 。 这 正好 符合 Descartes 采用 代数 方 
法 把 推理 程序 机 械 化 以 致 减 小 解 题 工作 量 的 想法 ( 见 
Kline[1])， 也 正 象 早期 的 几何 代数 化 天 元 术 的 创立 者 之 一 ,我 
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国 元 代 朱 世 杰 〈 十 三 世纪 ) 在 《 算 学 启蒙 》(1299) 中 说 “以 天 
元 演 之 ， 明 源 活 法 ， 省 功 数 倍 ?。 总 之 ， 如 果真 能 做 到 有 效 的 
机 械 化 ， 则 不 妨 借 用 Chasles[1]269 页 上 的 一 句 话 : “为 几何 
巨 厦 添砖加瓦 ， 从 此 就 用 不 着 天 才 那 样 的 人 物 了 ?”。 

并 不 是 每 一 种 几何 或 任意 一 类 定理 都 能 找到 机 械 化 的 证 
法 。 对 于 确实 可 以 进行 机 械 化 证 明 的 定理 ， 我 们 提出 三 种 不 同 
的 类 型 ， 它 们 可 以 用 三 种 机 械 化 方法 来 证 明 ， 并 将 分 别 在 三 、 
四 、 五 章 中 讨论 。 每 一 种 类 型 都 须 假 定 第 一 步 的 代数 化 与 坐标 
化 已 经 完成 ， 而 且 可 把 几何 定理 的 证 明 问题 化 为 一 些 代数 关系 
式 的 处 理 问 题 。 第 一 种 类 型 定理 的 特征 是 假设 部 分 的 代数 关系 
式 对 于 某 些 特定 变量 都 必须 是 线性 的 。 这 类 定理 包括 所 谓 一 类 
构造 型 的 纯 交 点 定理 ， 其 证 明 的 机 械 化 方法 也 见 Hilbert[1]。 
为 此 我 们 称 这 一 结果 为 Hilbert 机 械 化 定理 。 第 二 种 类 型 定理 
的 特征 是 假设 与 终结 部 分 的 代数 关系 式 都 可 以 多 项 式 的 方程 来 
表示 。 这 种 类 型 定理 的 机 械 化 证 明 方 法 在 Wu Wen-jun[2] 一 
文中 首先 提出 ， 并 在 多 种 计算 机 上 实施 过 。 第 三 种 类 型 定理 的 
特征 是 假设 与 终结 部 分 可 以 是 任意 
的 多 项 式 等 式 或 不 等 式 ， 但 其 系数 
必须 在 一 实 闭 域 中 ， 因 而 原来 的 几 由 
何必 须 有 次 序 关系 。 这 种 类 型 定理 
的 机 械 化 证 法 为 Tarski 在 1950 年 
[1 一 文中 给 出 ,因而 我 们 称 相应 的 图 1 
结果 为 Tarski 机 械 化 定理 。 上 述 三 
种 机 械 化 定理 各 有 其 适用 的 范围 ， 特 别 是 第 二 与 第 三 两 种 互 不 
包含 。 我 们 的 机 械 化 定理 不 适用 于 终结 含有 次 序 关 系 的 那 种 定 
理 的 证 明 , 而 Tarski 的 机 械 化 定理 则 只 适用 于 几何 数 域 为 实 闭 
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域 而 不 能 适用 于 几何 数 域 为 复数 域 或 其 它 一 般 数 域 的 情形 。 从 
适用 的 角度 讲 ， 三 者 〈 各 以 I ， 工 ， 政 表示 》 的 相互 关系 如 图 
1 所 示 ， 就 方法 而 论 ， 则 三 者 各 异 。 因 而 在 所 属 范围 互相 重 又 
的 那些 部 分 ， 其 定理 可 用 几 种 不 同 的 机 械 化 方法 来 证 明 。 就 证 
明 的 效率 来 讲 ， II 最高， 即使 用 手 算 也 可 以 证 明 颇 不 简单 的 定 
理 。 下 次 之 ， 用 手 算 虽 难以 见 功 ， 但 若 使 用 计算 机 ， 即 使 是 一 
台 微 型 的 计算 机 也 可 以 证 明 很 不 简单 的 定理 。 至 于 页 ， 则 效率 
颇 低 ， 迄 今 为 止 ， 还 没有 听 说 过 据 之 以 证 出 什么 稍 有 意义 的 定 
理 来 ， 即 使 用 大 型 快速 的 计算 机 也 是 如 此 。 

由 于 Hilbert 的 机 械 化 方法 使 用 范围 过 狭 ， 而 Tarski 的 机 
械 化 方法 效率 又 过 低 ， 故 在 本 书 的 第 三 、 五 两 章 对 此 分 别 作 了 
简短 的 介绍 。 重 点 是 第 四 章 。 这 一 章 的 机 械 化 方法 在 理论 上 和 需 
要 代数 几何 的 帮助 。 虽 然 现代 的 代数 几何 是 当前 数学 中 最 活跃 
的 分 支 ， 但 是 却 不 合 我 们 的 需要 。 原 因 是 现代 的 代数 几何 几乎 
纯粹 是 存在 性 的 ， 而 对 于 机 械 化 的 要 求 来 说 ， 所 提供 的 手段 必 
须 是 构造 性 的 ， 只 有 这 样 才 有 可 能 将 相应 的 步骤 在 计算 机 上 乏 
一 实现 。 所 幸 的 是 ，Ritt[1，2] 两 书 中 早已 发 展 了 这 种 代数 几 
何 的 构造 性 理论 ， 恰 好 符合 我 们 的 需要 。 只 是 Ritt 的 论证 使 
用 了 分 析 的 方法 ， 而 连续 、 极 限 等 概念 与 机 械 化 证 法 不 相 容 ， 
所 以 必须 进行 适当 的 改造 。 第 四 章 中 的 部 分 内 容 即 致力 于 此 。 
其 中 如 多 项 式 组 的 约 化 整 序 等 概念 与 方法 都 出 自 Ritt， 只 是 在 
叙述 上 有 所 不 同 。Ritt 方法 还 用 于 微分 几何 定理 的 机 械 化 证 明 ， 
其 简略 的 叙述 见 Wu Wen-jun[2,3] 诸 文 。 对 此 ， 著者 在 有 关 
的 书籍 中 将 有 更 详尽 的 论证 。 

应 用 这 几 章 的 方法 来 考察 几何 ， 则 可 证 明 在 第 一 、 二 章 中 
通 向 常用 几何 的 过 程 中 所 出 现 的 各 种 无 序 的 与 有 序 的 几何 ， 从 
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所 谓 无 序 Pascal 几何 起 ， 其 定理 的 证 明 都 可 机 械 化 。 在 第 六 
章 中 ， 我 们 同样 考察 了 与 常用 几何 有 别 的 一 些 几 何 ， 如 投影 几 
何 、 双 曲 型 与 椭 贺 型 非 网 几何 、M6bius 与 Laguerre 的 两 种 
圆 几 何 学 等 ， 证 明了 类 似 的 机 械 化 定理 。 因 为 这 些 几何 从 公理 
化 到 坐标 化 的 过 程 颇 为 元 长 ， 故 不 能 象 第 一 、 二 章 那样 再 作 详 
细 论 证 。 

虽然 本 书展 示 了 不 少 可 以 机 械 化 的 几何 ， 但 决 不 是 任意 一 
种 几何 都 可 以 机 械 化 ， 关 键 在 于 Pappus 或 Pascal 公理 是 否 成 
立 ， 或 几何 数 系统 中 的 乘法 交换 律 是 否 成 立 。 具 体 说 来 ， 我 们 
有 下 面 的 推测 : 

推测 Desargues 几何 不 能 机 械 化 。 

但 我 们 未 能 证 明 这 一 推测 ， 数 理 逻 辑 的 专家 们 可 能 会 作出 
正确 的 答案 。 

自 著者 在 1976 年 和 1977 年 之 交 发 现 本 书 第 五 章 所 示 几 何 
定理 的 机 械 化 证 明 方法 以 来 ， 已 经 鞋 黄 五 年 有 余 。 这 期 间 ， 著 
者 受到 了 许多 鼓励 ， 有 时 颇 出 本 人 意料 之 外 的 热心 帮助 。 由 于 
人 数 太 多 ， 无 法 一 一 列举 ， 现 只 略 举 三 人 。 

在 理论 上 著者 深切 感谢 胡 世 华 同 志和 王 浩 先生 的 鼓励 与 支 
持 。 著 者 关于 定理 证 明 机 械 化 的 思想 和 方法 与 长 期 形成 的 传统 
思想 方法 相抵 触 ， 如 果 当 时 不 是 胡 世 华 同 志 从 数理 逻辑 的 角度 
伊始 就 予以 首肯 ,中 途 天 折 也 不 是 不 可 能 的 。 至 于 王 浩 先生 ,他 
在 机 器 证 明 上 突破 性 的 成 就 早已 脸 炙 人 口 ， 而 其 有 关机 器 证 明 
的 一 些 精辟 论点 ， 更 是 发 人 深 省 。 诸 如 以 量 的 复杂 取代 质 的 困 
难 ， 以 及 基础 机 证 与 特例 机 证 应 有 所 区 别 等 论点 ， 都 使 著者 在 
研究 过 程 中 深 受 启发 。 

备 繁 书 同志 曾 设法 为 著者 在 长 城 203 台式 计算 机 上 进行 实 
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瞻 ， 提 供 了 许多 方便 。 由 于 在 那 台 计算 机 上 进行 了 几 个 月 的 实 
践 ， 才 使 著者 有 决心 设法 购 取 一 台 较 现代 化 的 台式 计算 机 进行 
多 种 试验 。 这 些 试验 说 明 我 们 的 方法 可 以 付 诸 实践 ， 而 不 致 售 
留 在 纯 理 论 上 ， 成 为 纸上谈兵 。 因 此 ， 特 向 孟 繁 书 同志 致 以 最 
深切 的 谢意 。 


341 


复兴 构造 性 的 数学 


非 构造 性 观点 在 现代 数学 研究 中 普遍 流 行 。 这 种 观点 往往 
主要 考虑 对 象 的 一 些 性 质 ， 如 存在 性 、 可 能 性 等 问题 ， 不 大 关 
心 如 何 求 出 解答 、 或 将 能 行 的 方法 予以 有 效 的 实现 。 应 用 上 对 
构造 性 数学 要 求 非常 迫切 。 一 个 工程 师 对 于 方程 解 的 存在 唯一 
性 不 会 有 太 多 的 兴趣 ， 而 更 关心 一 些 典型 的 特 解 ， 或 利用 微 扰 
方法 找 出 近似 解 。 机 器 定理 证 明 向 数学 提出 许多 构造 性 的 问题 ， 
例如 将 代数 簇 如 何 分 成 不 可 约 分 支 ， 把 一 正定 多 元 多 项 式 如 何 
表示 成 为 有 理 函 数 的 平方 和 等 。 这 些 问 题 在 非 构造 性 观点 下 被 
搁置 多 年 ,目前 尚 无 有 效 的 处 理 方法 。 历 史上 ,中 国 古 代数 学 基 
本 上 是 构造 性 的 。 在 西方 ， 非 构造 性 观点 从 上 世纪 末 才 逐渐 盛 
行 。 实 际 研究 中 有 许多 问题 ， 一 时 难以 给 出 构造 性 的 处 理 ， 因 
而 首先 研究 存在 性 、 可 能 性 等 有 关 问 题 ,但 最 终 应 是 构造 性 的 。 
值得 注意 的 是 ， 近 来 由 于 各 种 原因 的 促进 ， 构 造 性 观点 的 抬头 
有 了 一 些 明显 趋势 。 

举 一 些 例子 。 

例 1 线性 联 立 方程 组 。 按 非 构 造 性 的 观点 ， 仅 考 虑 有 没 
有 解 ， 解 空间 的 性 质 等 ， 构 造 性 观点 还 要 求 给 出 求解 方法 。 五 
十 年 代 计 算 机 的 发 展 促使 人 们 认真 考虑 这 一 问题 ,Cramer 办 法 
形式 漂亮 ， 实 际 上 并 不 可 行 , Gauss 消去 法 才 是 行 之 有 效 的 ,在 
中 国 ， 很 早 就 出 现 了 完整 的 消去 法 ,于 50 一 100 B.C 成 书 的 《 九 
章 算 术 》 卷 八方 程 术 中 就 详细 记述 了 这 种 方法 。 其 中 列举 了 若 
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干 例题 ， 第 一 问 完整 地 给 出 了 方法 的 步骤 ， 其 它 各 问 则 指出 了 
不 同 的 要 点 ， 且 已 出 现 正 负数 的 概念 。 近 来 ， 我 们 用 机 器 证 明 
中 的 整 序 原理 ， 对 高 次 联 立方 程 组 提出 类 似 的 三 角 算法 。 

例 2 方程 论 。 其 中 代数 基本 定理 非常 重要 ， 但 它 是 非 构 
造 性 的 ， 进 一 步 地 给 出 求解 方法 按照 Galois 理论 就 必 须 有限 
制 ， 只 能 求 近似 解 ， 局 限 在 实数 范围 内 西方 在 十 九 世 纪 有 Hor 
ner 方法 。 中 国 发 展 到 宋代 ， 秦 九 韶 〈1247 年 ) 已 提出 完整 的 
增 乘 开 方法 。 近 几 年 Smale、Kuhn 等 人 分 别 根据 前 人 的 工作 
创造 了 一 些 方法 ， 进 一 步 提出 概率 可 行 性 、 同 伦 算 法 等 概念 ， 
对 算法 的 效率 提出 较 满 意 的 分 析 。 

上 面 提 到 的 Galois 理论 也 是 非 构造 性 的 。 一 般 的 高 次 
Cn>>5) 方程 车 仅 用 加 减 乘除 . 开 根 号 等 运算 是 不 可 解 的 ， 因 为 
对 应 的 Galois 群 不 可 解 。 正 因为 没有 有 效 的 方法 求 Galois 
群 ,所 以 给 了 一 个 高 次 方程 ,我 们 还 是 无 从 知道 它 是 否 可 解 。 从 
另 一 角度 看 ， 如 果 扩大 求解 的 工具 (例如 包含 柚 圆 函数 等 )， 五 
次 方程 就 可 解 。 可 见 Galois 理论 本 身 还 有 很 多 问题 。 

例 3 因 式 分 解 。 看 起 来 这 好 象 是 个 简单 问题 。 按 非 构造 
性 的 观点 《或 通常 代数 书 中 所 写 的 ) ， 只 考虑 把 整数 环 推广 成 
一 种 唯一 因子 分 解 环 UFD)， 再 研究 UFD 的 一 些 性 质 (如 
UFD 的 多 项 式 环 仍 是 UFD 等 )， 可 是 对 具体 的 环 如 何 进行 分 
解 就 不 管 了 。 近 十 年 来 由 于 计算 机 的 影响 ， 这 问题 重新 引起 注 
意 ， 提 出 许多 方法 ， 效 率 并 不 高 。 

例 4 代数 几何 。 这 是 目前 非常 活跃 的 领域 ,有 相当 多 的 流 
派 与 研究 代数 几何 的 方法 ， 可 是 除了 J.F.Ritt 的 以 外 , 基本 上 
都 是 非 构 造 性 的 。 例 如 他 们 一 开始 就 假定 代数 簇 分 解 为 不 可 分 
的 或 不 可 约 的 分 支 ， 然 后 研究 不 可 约 分 支 的 几何 性 质 等 等 。 一 
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种 简单 、 重 要 的 情形 是 由 一 些 多 项 式 方程 定义 的 代数 簇 ， 


[六 (xx = 0, 





fr(X1,*** ,Xn) = 0o 


可 是 对 这 种 代数 簇 如 何 分 解 成 不 可 约 分 支 并 没有 引起 注意 ， 研 
究 中 给 出 的 不 可 约 判别 法 并 不 实用 。 

在 西方 ， 数 学 研究 的 一 个 转折 点 是 不 变 式 论 ， 在 此 以 前 的 
数学 是 构造 性 的 ， 而 且 当时 要 求 必须 如 此 ， 要 证 明 存在 就 必须 
同时 给 出 求法 ， 这 当然 是 一 种 束缚 。 不 变 式 的 研究 曾 是 十 九 世 
纪 数 学 的 中 心 课题 之 一 ， 在 几何 研究 中 非常 重要 。 例 如 在 投影 
几何 中 ， 取 齐 次 坐标 〈x,?)， 考 虑 个 点 ， 一 般 用 nn 次 式 子 忆 
ax = 0 表达。 由 个 点 〈 或 o) 可 以 造 出 一 些 式 子 ， 其 中 有 
几何 意义 的 应 当 在 线性 替换 下 不 变 或 者 相差 一 个 因子 ， 这 种 式 
子 就 是 所 谓 不 变 式 。 不 变 式 可 以 有 很 多 个 。 例 如 若 五 ,7 是 , 则 
,TI + 1 也是。 一 个 基本 问题 是 能 否 找 出 有 限 个 不 变 式 ,使 得 
其 它 的 都 可 以 通过 多 项 式 表示 出 来 。 当 时 的 研究 是 通过 大 量 的 
计算 ,Gordan 彻底 地 解决 了 两 个 变数 的 情形 。 三 个 或 更 多 个 变 
数 问题 变 得 非常 复杂 、 困 难 ， 不 过 Hilbert 相当 简洁 地 证 明了 
有 限 基 的 存在 性 ， 当 时 的 构造 性 观点 感到 难以 接受 ,后 来 , Hil- 
bert 也 给 出 了 如 何 求 的 方法 *。 不 变 式 研究 因为 过 于 繁 难 沉寂 
下 来 ， 但 是 数学 不 能 回避 这 种 重要 问题， 如 Dieudonné 所 说 ， 
“不 变 式 论 象 只 不 死 鸟 ， 屡 次 从 灰 烃 中 复生 。” ( 见 其 《Invari- 


* 尽管 Hilbert 是 公理 化 的 代表 人 物 ， 他 的 许多 工作 是 构造 性 的 。 如 机 器 证 明 
的 想法 由 Hilbert 数理 逻辑 的 工作 开始 具体 化 ， 对 只 满足 从 属 、 平 行 关系 的 纯 交 
点 型 定理 ， 他 实际 上 给 出 机 械 化 的 算法 ， 现 命名 为 Hilbert 机 械 化 定理 。 
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ant Theory ,Old and New》,Academic Press，Inc.1970) 。 现 在 
又 开始 有 了 新 的 研究 。 例 如 借助 于 计算 机 ， 可 以 期 望 将 十 九 世 
纪 不 变 式 的 计算 推进 一 步 ， 不 变 式 论 也 会 有 更 广泛 的 应 用 《如 
Mumford 在 《Geometric Invariant Theory》 中 用 此 求解 代 
数 曲线 的 模 空 间 问题 )。 最 近 ， 在 Bull of AMS,Vol 10(1984)。 
No.1 上 有 介绍 十 九 世 纪 不 变 式 论 的 长 篇 文章 ， 提 出 了 许多 问 
题 , 一 些 十 九 世纪 有 关 的 书 又 予以 重印 ,这 也 是 构造 性 数学 抬头 
的 一 个 迹象 。 

前 面 提 到 ,中 国 古 代 创造 了 方程 术 , 增 乘 开 方法 等 构造 性 的 
方法 ， 它 的 数学 基本 上 是 构造 性 的 。 作 者 从 事 几 何 机 器 证 明 的 
研究 就 是 在 中 国 古代 数学 的 启发 下 提出 问题 并 想 出 解决 办 法 
的 。 继 承 中 国 的 数学 遗产 的 远景 相当 开阔 ， 有 待 后 人 作 长 时 间 
的 努力 。 下 面 以 中 国 剩余 定理 为 例 ， 说 明 构 造 性 与 非 构 造 性 方 
法 的 区 别 ， 特 别 看 一 看 流传 下 来 的 中 国 的 方法 。 

中 国 剩 余 定理 ， 若 m1,… ,mr 互 素 ， 册 4，… ,Ur 已 知 , 则 存在 
唯一 的 4EL0,m…mr)， 使 

u=w(mod mj) j=1,2,. ,To 
非 构造 性 证 明 **， 唯 一 性 没有 问题 ， 看 存在 性 。 
作 映 射 ; 
[0 mb mn) 一 人 Zn 的 … 人 Zn 
Vi——(V(modm) ,.… ,v(modm,))。 
映射 是 单 的 ， 两 边 都 有 M = mim2…m; 个 元 素 ， 因 而 两 边 是 一 
一 对 应 ， 证 得 存在 性 。 
这 是 个 很 漂亮 的 证 明 ， 但 是 v 无 从 知道 。 


* ”这 两 个 证 明 引 自 Knuth, Arts of Programming,vol2 。 
## 参见 《 钱 宝 琼 科 学 史 论文 集 》P536 一 537。 
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构造 性 证 明 * : 先 求 出 Ni， 使 
1 (modm;), 
m={ 


0 (modm:) jz#k。 

WNi+ WzN2+… + WrN; 对 M 的 余数 就 是 解 。 en. 

据 Euler 定理 ,可取 

三 (ma Th Nr) "DD =1 (modmj) , 

9(m)) 是 Euler 函数 , 它 等 于 (0,mj) 中 与 mj 互 素 的 整数 的 
个 数 ， 能 够 计算 出 来 。 

这 个 定理 来 自 中 国 ， 早 在 《孙子 算 经 》 中 已 有 此 类 问题 ,到 
秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 中 成 型 , 谓 之 “大 衍 求 一 术 ”。 所 谓 求 一 ,就 是 
上 面 求 Nj, “大 衍 ” 隐 指 天 意 或 自然 规律 。 一 次 同 余 式 问题 的 解 
法 是 为 适应 天 文学 家 修改 历法 的 要 求 而 产生 的 。 秦 九 韶 称 “ 圣 有 
大 衍 , 微 富 于 《 易 ”， 将 其 赋 于 一 种 神秘 色彩 。 实 际 上 ,问题 来 源 
于 天 文 ,中 国 古代 历法 不 象 现在 公历 定 耶稣 诞 生 那 一 年 为 元 年 ， 
而 主要 是 根据 日 月 运行 的 客观 现象 制定 的 。 古 代 天 文学 家 假设 
在 远古 时 代 有 一 年 的 冬至 节气 恰恰 在 甲子 日 的 上 午 零 时 ， 并 且 
日 月 合 朔 也 与 冬至 节气 一 个 时 刻 .有 这 么 一 天 的 年 度 称 为 上 元 ， 
从 上 元 到 本 年 经 过 的 年 数 称 为 上 元 积 年 。 一 个 历法 有 了 上 元 积 
年 以 后 ， 任 何 一 年 的 冬至 节气 的 日 名 ,时 刻 ,与 任何 一 月 平 朔 的 
日 名 、 时 刻 都 很 容易 安排 出 来 了 。 在 既 知 本 年 冬至 的 日 名 ( 平 
支 )、 时 刻 和 十 一 月 平 朔 的 日 名 时 刻 的 条 件 下 ， 推 算 这 一 年 的 上 
元 积 年 是 一 个 一 次 同 余 式 问题 。 设 a 为 一 回归 年 (从 冬至 到 冬 
至 ) 日 数 ，Ri 为 从 本 年 冬至 前 的 甲子 日 零 时 到 冬至 时 的 日 数 ， 
b 为 一 朔望月 (从 平 朔 到 平 朔 ) 的 日 数 ，R, 为 从 十 一 月 平 逆 
时 到 冬至 时 的 日 数 ， 那 么 上 元 积 年 满足 下 列 同 余 式 组 ， 

aN=R, (mod60) 

三 R, (modb), 
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古代 著 书 的 方式 是 先 给 出 具体 的 问题 ( 问 )， 和 解答 〈 答 )， 
然后 指出 求解 方法 ( 术 )。 后 人 还 可 将 体会 与 发 展 (包括 证 明 ) 写 
进去 ( 注 )。 到 了 宋代 ， 出 现 了 印刷 术 ， 秦 九 韶 还 加 了 “ 草 ”, 以 
说 明 详 细 的 计算 过 程 。 
秦 九 韶 的 方法 ， 
为 求 Wi， 先 找 妨 使 
km mje mr = 1(mod ne)。 
则 取 Nj=kjmae me me 即 可 。 
兹 举 《 数 书 九 章 》 大 衍 类 最 后 一 道 题 “ 余 米 推 数 ” 如 下 。 
有 问 : 有 米 销 ， 诉 被 盗 去 米 一 般 三 第 ， 削 适 满 ,不 计 细 数 。 
今 左 壁 算 剩 一 合 ， 中 间 算 剩 一 升 四 合 , 右 壁 第 剩 一 合 。 后 获 贼 ， 
系 甲 乙 丙 三 名 。 甲 称 当夜 摸 得 马 钓 ， 在 左 壁 血 ， 满 囊 入 布袋 ， 
乙 称 喝 着 木 厦 ， 在 中 第 ， 下 入 袋 。 贾 称 措 到 漆 梳 ,在 右 壁 算 ,如 
入 狱 ， 将 归 食 用 。 日 久 不 知 数 。 索 到 之 日 ， 马 构 满 容 一 升 九 
合 ， 木 履 容 一 升 七 合 ， 漆 术 容 一 升 二 合 。 欲 知 所 失 米 数 ， 计 峙 
结 断 三 盗 各 几何 。 
问题 归于 解 三 元 一 次 同 余 方程 组 。 
已 知 : 
剩 米 = 岂 = 1,14,1《 合 ) 
器 容 = mj=19,17,12《 合 ) 
求 ， 每 算 米 =u 三 wj(mod mj;) 
术 百 ， 以 大 本 求 之 。 
列 三 器 所 容 ， 为 元 数 ! | 元 数 〈= 器 容 ) 
连环 求 等 ， 约 为 定 母 ; | 定 母 〈= 7 
( 握 转 相 除 求 公 因子 》 | 
以 相 乘 ,为 衍 母 | 衍 母 M = IIms 


以 定 各 约 入 母 ， 得 衍 数 
各 满 定 母 ， 去 之 ， 得 奇 


以 奇 定 ， 用 大 衍 ， 求 得 
乘 率 。 

以 乘 衍 数 ， 得 用 数 。 

次 以 剩 米 乘 用 。 

并 之 ， 为 总 。 


满 衔 母 ， 去 之 ， 不 满 ， 
为 每 算 米 。 
各 以 剩 米 减 之 ， 余 为 甲 
乙 丙 盗 米 。 
并 之 为 共 失 米 。 
这 种 方法 可 用 于 mi， 
的 方法 失效 。 
本 题 具 体 数 字 如 下 ， 
元 数 
定 母 mj 
M = IIm; 
Mj;= M/m; 
Rem( Mj/m;) 
(用 大 衍 》&k; 


衍 母 
衍 数 
奇数 
乘 率 


用 数 

剩 米 

总 = 忆 剩 米 * 用 数 

每 算 米 = Rem( 总 / 衍 母 ) 

关键 一 步 ， 如 何 求 乘 率 
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Ni = kM; 








衍 数 Mi = M /mj = mi me 
奇数 = Rem ( 衍 数 / 定 母 ) = Rem 
(Mj;/m;) 
《上 式 表 示 Mj 对 mi 求 余数 ) 
乘 率 =k;， 用 大 衍 求 之 
kj# 奇 数 三 1 mod 定 母 
用 数 Ni = 乘 率 * 衍 数 =kjMj 
剩 米 =w 
总 数 = 马 wi Nj= 忆 剩 米 * 用 
数 
每 第 米 = Rem (总 数 / 衍 母 ) 
资 米 = 每 算 米 -~ 剩 米 
失 米 = 忆 资 米 


…,Mr 有 公 因 子 的 情形 。 而 此 时 西方 


19 17 12 
19 17 12 
19x17x12=3876 
204 228 323 
”i 
15 5 11 
(kxRem( Mj;/m;)= 1mod m;) 
3060 1140 3553 

1 14 1 
3060+15960+ 3553 = 22573 
Rem(22573/3876) = 3193 


k* 奇 数 三 1 mod 定 母 
举 同 书 第 二 卷 中 “分 峙 推 原 ” 为 例 说 明 。 
奇数 =65， 定 母 = 83。 
求 乘 率 k 使 ks 奇数 三 1mod 定 母 
大 衍 求 一 术 云 ， 
置 奇 右上 ， 定 居 右 下 ， 
立 天 元 一 于 左上 。 
所 得 商 数 ， 与 左上 相生 入 Ea 
左下 。 [一 一 一 
然后 乃 以 右 行 上 下 ， 以 少 
除 多 ， 递 互 除 之 。 1 18| 
所 得 商 数 ,随即 递 互 罗 有 条， 
归 左 行 上 下 。 2 
须 使 右上 末 后 奇 一 而 目 ， 1 18|1 
乃 验 左上 所 得 ， 以 为 乘 率 ， 1 
或 奇数 已 见 单一 者 ， 4 11|1 
便 为 膝 率 。 5 7 
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滋 率 k= 23 
西法 须 求 N = 65"'s?) = 658， 简直 无 法 计算 ， 用 大 本 求 一 术 


做 则 效率 相当 高 ， 其 原理 是 ， 


则 


证 





























3 & 3 电 | 表示 c* 奇数 三 rmod 定 母 
记号 ， ，，| co/+ 奇 数 三 -rmod 定 母 
cr r>r’ [tar rm 

OO 
ce "rar tr | "| 
r+q(-r’)=r” 沪 (qc’ + Cc)* 奇 三 r "mod 定 母 
c rr r<r’ |e r 
2 一 一 一 一 > 
ce’ r’|r/=gqrtr” | cr/+ge r’ 




















qc+(-1’)= 一 r" 祖 (qc+c’)#* 奇 三 -rmod 定 母 


(本 文 是 胡 森 、 王 东明 根据 作者 在 中 科 院 研究 生 讲授 《机 器 


证 明 》 课 中 一 节 整 理 而 成 ， 已 经 本 人 审阅 。) 
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分 角 线 相等 的 三 角形 * 
-一 初等 几何 机 器 证 明 问题 


一 、 一 个 古老 问题 “两 条 内 分 角 线 
相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ” 


初中 课本 里 有 一 道 题目 : 

求证 等 腰 三 角形 两 个 底 角 的 内 分 角 线 ** 相 等 。 
这 是 初中 生 都 会 解决 的 简单 问题 。 

但 是 ， 这 个 命题 的 逆 命题 : 

两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 
看 起 来 十 分 简单 ， 却 并 不 是 容易 证 明 的 。 如 果 不 信 ， 请 你 自己 
试 一 试 。 

这 是 一 个 古老 问题 。 

从 古 至 今 ， 有 很 多 人 用 了 很 多 方法 证 明 这 个 逆 命 题 ， 但 都 
不 是 轻而易举 的 。 下 面 举 出 其 中 比较 起 来 简单 些 的 几 种 证 法 。 


* 本 文 与 吕 学 礼 合 写 A 
灿 三 角形 一 个 角 的 内 分 角 线 是 指 D 
这 个 内 角 的 平分 线 从 顶点 到 与 对 边 的 & 
交点 间 的 线 肌 ， 外 分 角 线 是 指 外 角 的 
平分 线 从 顶点 到 与 对 边 的 交点 间 的 线 
段 。 如 图 的 人 ABC 中 ，BD 是 一 条 
内 分 角 线 ，BE 是 一 条 外 分 角 线 。 E 
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1。 利用 反 证 法 

已 知 在 A4BC 中 ， 内 分 角 线 BD 
和 CE 相等 。 求 证 
4B=4C (如 图 1) 。 

证 明 ; 假定 4B 关 4C。 且 设 AB> 


AC。 则 人 ACB > 人 ABC。 因 而 二 





人 4cB> 十 ZABC,， 即 人 ACE> 
LABD, 

在 LACE 内 ， 作 /BCF- /DBA。 则 因 LECB> /DBC 
(分 别 等 于 诗人 ACB 和 二 LABC)， 记 以 仍 有 人 PCB> ZFBC。 
故 得 BF>CF。 

在 BF 上 取 G 点 ,使 BG=CF。 再 作 GH/FC, 与 BD 交 于 H。 

那么 在 ABGH 和 A 人 CFE 中 ，/GBH = /FCE, BG= CF， 
人 BGH = 人 CFE， 因 此 入 BGH 和 2 人 CFE， 而 得 BH=CE。 

这 和 BD= CE 相 了 矛盾。 

因此 不 可 能 有 AB>>AC。 

同样 ， 如 果 假 定 AB<AC， 那 么 也 会 产生 饿 盾 ， 因 此 也 不 
可 能 有 AB<AC。 

这 样 就 证 明了 AB= AC。 

2。 利 用 直接 证 法 

已 知 在 人 ABC 中 ， 内 分 角 线 BD 和 CE 相等 。 求证 AB 
=AC, 

证 明 ; 命 L4BC = 2c，A4CB= 28。 

作 DF 使 ZBDF=B, 作 BF 使 LDBF= /ACEB, 如 图 2 。 
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图 2 


设 DF 与 BF 交 于 F。 则 在 人 ADBF 和 人 ACEB 中 ， LBDF 
= LECB, /DBF= /CEB, 日 BD = EC, 故 人 DBF2 人 CEB， 
因此 ，~BFD = 人 EBC=2a, BF= EB。 

LFBC= /FBD+a= /BEC+a=180°— (2a+B)+a 

=180° — (a+B), 

LCDF= LCDB+B=180°— (a+2B)+B=180°— (a+B), 
并 且 24a+2B<180*，..Q+B<90"，.. ZFBC = /CDF>90°。 
又 BC = DF，FC = CF，.… 人 ABCF 振 人 ADFC (两 个 三 角形 有 两 边 
及 其 中 一 边 的 对 角 分 别 相等 ， 且 这 个 对 角 为 钝 角 ， 则 两 三 角形 
全 等 )。…BF= DC。 

又 因 BPF = EB， 所 以 DC= EB。 又 DB= EC，BC= CB， 因 
此 ADBC22AECB。 

“LDCB= /EBC, ..AB=AC, 

3。 代 数 证 法 

已 知 、 求 证 同 (1)、(2)。 设 BC、CA、AB 的 长 分 别 为 a、 
b、c。 则 由 内 分 角 线 的 长 的 公式 ， 根 据 BD = CE 可 得 





2 2 
grevacs(s—b) =ar6Vabs(s— ce) 9 (1) 
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其 中 s = 于 (+b+c)。 


由 (1) 可 得 (a+b)?c(s-b)= (a+c)?b(s—c), 

化 简 ，a?*cs + b?cs -2ab’c-b3c=a’bs+ cbs— 2abc’— cb, 

即 a?s(c-b)+bcs(b—-c)—2abc(b—c)—bc(b— ce)=0, 
(b—c)(a’s—bcs+ 2abc+b?c+ be?)=0, 
(b—c)(ars—bcs+abc+bc.2s)=0, 

(一 c)(as+abc+bcs)=0。 (2) 
因 ao>>0，b>>0，c>>0，s>>0， 故 〈2) 式 左边 第 二 个 因 式 
as+abc+bcs>>0。 


于 是 由 〈2) 式 可 得 b-c=0， 即 人 A4BC 为 等 腰 三 角形 。 


二 、 传 统 证 法 与 机 器 证 法 


上 和 节 我 们 提 到 了 一 个 命题 “等 腰 三 角形 两 个 底 角 的 内 分 角 
线 相等 ”和 它 的 逆 命 题 “ 两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 
角形 "。 原 命题 容易 证 明 ， 而 这 个 逆 命 题 很 难 证 明 ， 这 个 逆 命 
题 成 为 一 个 古老 问题 ， 很 多 人 想 了 很 多 方法 加 以 证 明 。 

读者 们 也 许 都 有 这 个 经 验 ， 用 传统 方法 证 明 每 一 个 稍 难 的 
初等 几何 命题 ， 都 要 经 过 一 番 巧 思 。 有 的 要 添 这 样 的 辅 助 线 ， 
有 的 要 添 那样 的 辅助 线 。 不 同 的 命题 有 不 同 的 证 法 ， 也 就 需要 
不 同 的 巧 思 。 一 个 新 的 命题 需要 通过 新 的 巧 因 ,找到 新 的 证 法 。 

下 面 我 们 粗略 介绍 利用 电子 计算 机 来 证 明 初等 几何 命题 的 
方法 ,简称 机 器 证 法 。 这 种 方法 不 是 特殊 地 适用 于 个 别 的 命题 ， 
而 是 普遍 地 适用 于 初等 几何 的 所 有 命题 ， 至 少 是 某 一 类 的 很 多 
命题 。 只 要 按照 这 种 方法 机 械 地 进行 ， 在 有 限 步 之 后 ， 就 可 对 
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这 一 类 中 的 任何 初等 几何 命题 判定 它 是 真是 假 。 命 题 是 真 的 ， 
这 个 命题 就 得 到 了 证 明 ， 命题 是 假 的 ， 这 个 命题 就 得 到 了 否 
定 。 机 器 证 明 只 需 机 械 地 进行 ， 对 于 这 类 中 的 任何 命题 都 是 按 
照 同样 的 步骤 进行 ， 不 必 对 特殊 的 命题 运用 特殊 的 巧 思 。 

初等 几何 的 传统 证 明 与 机 器 证 明之 间 的 关系 ， 就 象 应 用 题 
的 算术 解法 与 代数 解法 之 间 的 关系 。 

为 了 通俗 易 慌 ， 本 文 只 能 对 机 器 证 明 介绍 一 些 大 致 
情况 ， 读 者 如 要 了 解 它 的 详细 情况 以 及 基本 原理 ， 可 请 进一步 
参阅 《几何 定理 机 器 证 明 的 基本 原理 〈 初 等 几何 部 分 )》( 科 学 
出 版 社 出 版 ， 吴 文俊 著 ) 等 书 。 


三 、 机 器 证 法 举例 


为 了 说 明 机 器 证 法 的 大 意 ， 我 们 先 举 一 个 极 简单 的 例子 。 
这 个 例子 用 传统 证 法 完全 可 以 轻易 地 解决 。 以 它 为 例 ， 只 是 为 
了 说 明 机 器 证 法 的 大 致 情况 ， 为 下 面 进一步 说 明 机 器 证 法 作 些 
准备 。 

求证 ， 平 行 四 边 形 的 对 角 线 互 相 平 分 。 

设 ABCD 为 平行 四 边 形 ,求证 AC、BD 互相 平分 (如 图 3)。 





Clu2,us) 


(0) (0,0) B(u1,0) 


图 3 
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机 器 证 法 与 解析 几何 方法 相仿 ， 也 是 先 把 儿 柯 问题 化 为 代 
数 问 题 。 

以 4 点 为 原点 9, 以 4B 为 横 轴 , 作成 直角 坐标 系 。 

则 A 点 的 坐标 为 (0,0)。 设 了 点 的 坐标 为 (0),C 点 的 坐 
标 为 (4ua), 点 的 坐标 为 (x:,43), 对 角 线 BD 与 AC 的 交点 
的 坐标 为 (x:，,xs)。 

这 里 Ww,,w,,Ww 是 独立 坐标 ， 而 xx:,xs 是 随 着 wyts 而 
确定 的 ， 所 以 不 是 独立 坐标 。D 的 纵 坐 标 取得 和 C 的 纵 坐 标 一 
样 ,都 是 4a, 这 是 已 经 运用 了 DC / AB 的 条 件 。 在 这 里 ,这 样 做 是 
为 了 使 后 面 的 说 明 更 为 简化 而 采取 的 特殊 处 理 。 实 际 上 完全 可 
以 不 必 运 用 DC / AB 的 条 件 ， 而 把 DD 的 举 标 取 作 (x1,x,),E 的 
坐标 取 作 (x3,x4) ,后 面 的 说 明 仍 能 完全 适用 ， 不 过 略 繁 一 些 。 

取 好 坐标 以 后 ， 我 们 先 把 本 题 的 题 设 部 分 表示 成 代数 形 
式 。 


AD 1 BC 可 以 用 号 二 0 = 只 二 表示 (斜率 相等 )， 但 在 机 器 


1 —U 





证 明 中 ， 不 准许 用 分 式 ,而 把 AD /BC 用 关于 整 式 的 等 式 来 表 
nm: 
(U3—-0)(u,—W)— (Xi—0)(u-0)=0, 

即 13 (ua 一 2) — Xu = 0。 (1) 

要 注意 等 式 (1) 实 际 上 并 不 只 是 表示 一 般 的 几何 意义 下 的 
AD1/ BC, 而 是 表示 AD 1/ BC, 或 4 与 DD 重合 ,或 B 与 CC 重合， 
或 4D 与 BC 在 同一 条 直线 上 等 几 种 情况 。 这 样 做 ， 虽 然 好 象 
是 扩大 了 我 们 原来 关于 平行 的 概念 ， 但 却 有 利于 研究 更 为 普遍 
的 情况 ， 并 且 也 有 利于 找到 关于 机 器 证 明 的 一 个 一 般 步骤 。 

EE 点 在 BD 上 ， 在 机 器 证 明 中 可 以 用 下 面 关 于 整 式 的 等 式 
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来 表示 : 


XX1— U1) — UX, — Ui)=0, (2) 
同样 ,BE 点 在 AC 上 ， 可 以 用 下 式 表示 : 
XU, 一 XU3= 0。 《3) 


(1) (2)(3) 三 式 表 示 本 题 的 题 设 部 分 ( 题 设 DC1/ AB 已 在 
取 坐 标 时 用 过 了 )。 
下 面 再 把 本 题 的 终结 部 分 表示 成 代数 形式 。 
EA= EC 就 是 (机 器 证 明 中 不 用 根 式 ， 改 用 EA'= EC ,下 
同 ? 
XE+ XI= (UX) 二 (ta 一 X3) 
即 1 — UX, + U3 一 2U3X3 = 0。 (4) 
EB = ED 就 是 
(Xs—U) + XI = (X, ~—X,) + (Us — X3)’, 
即 — 2U,X, + U? — X? + 2X,X, — Us + 2U3X3 = 0。 (5) 
现在 的 问题 就 是 怎样 从 本 题 的 题 设 部 分 (1)、(2)、(3) 推 出 
本 题 的 终结 部 分 (4)、(5)。 
我 们 通常 的 做 法 是 ， 从 (1)、(2)、(3) 中 解 出 xx,\xa， 得 
到 ， 在 心头 0，1a 基 0 的 条 件 下 *， 
X= Us 
xX, = UW,/2, 
X3 = U3/2。 


把 它们 代入 (4) 式 的 左边 ,得 


u u: 
在 一 2 字 + 风 一 243* 安 ， 


# 从 图 3 可 以 看 到 ，ui 关 0 的 几何 意义 是 也 点 与 人 点 不 相 重合 ， us 天 0 的 儿 
何 意义 是 DC 与 AB 不 在 同一 条 直线 上 。 对 于 我 们 所 理解 的 平行 四 边 形 来 说 ， 这 些 
条 件 显然 是 符合 的 。 
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这 个 式 子 恒 等 于 0, 所 以 (4) 式 成 立 。 
把 它们 代入 (5) 式 的 左边 ,得 


一 2 和 二 2 


这 个 式 子 也 恒 等 于 0, 所 以 (5) 式 也 成 立 。 

这 就 证 明了 在 4, 关 0,w 取 0 的 条 件 下 ,本 题 中 的 命题 是 真 的 。 

上 面 所 说 的 是 通常 的 做 法 ,还 不 是 机 器 证 明 。 

机 器 证 明 用 的 是 下 面 的 方法 。 虽 然 对 有 些 问 题 机 器 证 明 的 
方法 似乎 反而 比 通常 的 做 法 更 繁 ， 但 是 因为 机 器 证 明 的 方法 有 
一 定 的 步骤 ,可 以 通过 一 定 的 程序 让 机 器 来 运行 ,而 且 对 于 较为 
复杂 的 问题 通常 的 做 法 很 难 进行 甚至 无 法 进行 ， 而 机 器 证 法 则 
不 管 问题 是 简单 的 还 是 复杂 的 ,都 能 同样 按照 一 定 的 步骤 进行 ， 
所 以 机 器 证 明 所 用 的 下 面 的 方法 可 以 解决 通常 的 做 法 不 易 解决 


或 无 法 解决 的 问题 。 
方法 如 下 。 
第 一 步 ” 先 对 命题 的 题 设 部 分 (1)、(2)、(3) 三 式 , 即 
Ua(Us—U,) — Xu3= 0, (1) 
XX — UW) UX, —U,)=0, (2) 
Xu2— XUa=0 (3) 


进行 整理 ， 使 其 中 一 个 式 子 只 能 包含 一 个 x, 例 如 x.， 一 个 式 
子 只 能 包含 这 个 x 和 另 一 个 x, 例 如 x, 和 x2( 或 4 和 x3)， 而 一 
个 式 子 可 以 包含 三 个 x, 即 Xx, ,Xx,，,X3。 
对 于 这 里 的 (1),(2),(3), 这 是 很 容易 做 到 的 。 
(1) 式 中 本 来 只 含 x,。 在 za 关 0 的 条 件 下 ，(1) 式 就 是 我 们 
zz 一 引 一 Xi = 0 
把 它 的 左边 (右边 是 零 ， 下 同 ) 叫 做 f,, 那 么 (1) 式 就 是 (在 ws 关 
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0 的 条 件 下 》 


f,=u,— uxX,=0。 (1 ) 
(2) (3) 两 式 都 是 既 有 x,， 又 有 xs。 我 们 可 以 从 中 消去 xX;。 
由 (2) 式 减 去 (3) 式 , 即 得 


xxa(X 一 同一 1) 十 LU3 = 0 


我 们 把 它 的 左边 叫做 f,， 就 得 


f=X3(X,—U—U)+uu= 0 (2’) 
再 把 (3) 式 的 左边 叫做 fs， 就 得 
f3= Xu, — Xu = 0。 (3’) 


上 面 的 (1 ) 只 含 %,(2’) 只 含 X, 和 X3,(3) 含 x,,x, 和 xs 
(实际 上 不 含 x,)。 这 就 达到 了 整理 的 目的 。 这 样 的 整理 叫做 
三 角 化 *。 意 思 就 是 化 成 


和 Xx, 
Xi yX3 人 XiyX 
Xs XazyMX3 Xs X29 X3 


的 形式 。 
把 题 设 部 分 三 角 化 以 后 ,得 到 三 个 多 项 式 : 
f=U—U,— Xs 
f=X(X, — UU,— UU) + ud, 
f3= Xu, — XU 
然后 进行 第 二 步 。 
第 二 步 。” 把 表示 题目 的 终结 部 分 的 等 式 的 左边 (右边 是 0) 
用 8 表示 。 例 如 把 (4) 式 的 左边 用 8, 表 示 , 即 令 


B=," — 2U,X, + U3’ — 2U3X3o 


”严格 说 来 ,三 角 化 还 有 其 他 一 些 要 求 ， 这 里 从 略 。 
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((5) 式 的 左边 用 8, 表示 ,以 后 再 说 。) 

再 把 8, 除 以 f3( 两 者 都 看 作 x, 的 多 项 式 ) ,所 得 的 余 式 除 以 
f,.( 两 者 都 看 作 x; 的 多 项 式 ), 又 一 次 所 得 的 余 式 除 以 f,( 两 者 都 
看 作 x, 的 多 项 式 )， 最 后 把 所 得 的 余 式 叫做 R， 看 R 是 不 是 恒 
等 于 零 。 

实际 进行 如 下 。 

把 8 除 以 六 (都 看 作 x: 的 多 项 式 )。 为 了 避免 分 式 ， 我 们 
用 wg, 除 以 f3, 即 

2u, 
a 


一 2U,U3X2 + 243X3 
— 2u3Xx3— 2U2X3 + UIUs + U3 


— U3X, + UX 











这 就 得 到 
Usg, = 2U2f3+ Rs, (6) 
其 中 = 一 2(L + UX + (U2 + ), 
把 R, 除 以 f,( 都 看 作 x, 的 多 项 式 )。 得 到 (除法 算式 
从 略 ， 下 同 ) 
(XU ~u)R,= —2(u 二 2) 帮 二 玉 ,， (7) 
其 中 R,= 2U UW? +I) FU US + U3) (Xx, — ui — Uh,)o 
再 把 R, 除 以 六 (都 看 作 x, 的 多 项 式 )。 得 到 
1= -Wui+t ui)f+R, (8) 
而 其 中 的 RR 恒 等 于 01 
这 就 说 明了 在 某 些 附加 条 件 下 ， 从 本 题 的 题 设 部 分 (1)、 
(2)、(3) 三 式 可 以 推出 本 题 的 终结 部 分 (4) 式 。 
这 是 因为 由 (6) 式 可 得 
ws (x, TW)B, = 2 XW) ft (Xx, —U,—W,)R,, 
以 (7) 式 代入 ,得 
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U(X, 一 办 -1,) 
Bi= 2 (Xu)f,— 2(u +u3)f, + R,, 
再 以 (8) 式 代入 ,得 
U(X,—Uu,— uu,) 


81= 2U, (Xl )f, -23 + 13)f, 


—u, (ui +u3)f,+R, (9) 
(9) 式 可 以 写成 下 列 形式 ， 
CcsB8,=a,f,+a,f,+a,f,+R。 (10) 
其 中 c,=w,， Ci= Xi 一 1 一 9 a, = 2U,(X,— UW, —U,), 
aq = 一 2(00 +UI), a,= —U,(u?+u3), 


由 命题 的 题 设 部 分 (1)、(2)、(3) 三 式 ， 可 以 推 得 f,=0,f， 
=0,f,=0; 而 由 这 里 的 除法 计算 ， 又 得 R=0。 因 此 ,由 (10) 式 
可 得 

cic:8,=ai0+ao0+a0+0， 
即 cic:g:=0。 

由 此 可 知 ， 只 要 c, 关 0，c; 关 0， 就 可 推 得 本 题 的 终结 部 分 

(4) 式 ， 
g:=0。 

这 里 的 c, 关 0，c: 关 0 叫做 附加 条 件 。 

上 面 所 说 的 第 二 步 ， 叫 做 逐次 除法 。 本 题 第 二 步 逐次 除法 
的 结果 ， 得 到 恒 等 于 零 的 余 式 R。 这 就 可 以 断定 ， 在 某 些 附加 
条 件 下 ， 由 本 题 的 题 设 部 分 (1)、(2)、(3) 三 式 可 以 推出 本 题 的 
终结 部 分 (4) 式 。 

c, 友 0 就 是 Ww 关 0， 它 的 几何 意义 就 是 DC 和 AB 不 在 同一 
直线 上 (如 图 3)。c ,大 0 就 是 Xx,-u, 一 4 关 0， 而 由 f,=0 可 得 
X= 一 t， 因 此 c, 关 0 就 等 价 于 去 0， 它 的 几何 意义 就 是 B 

361 


点 不 与 人 点 重合 〈 图 3 ) 。 因 此 ， 对 于 我 们 一 般 理解 的 平行 四 
边 形 来 说 ， 这 两 个 附加 条 件 c, 关 0 和 c, 关 0 是 成 立 的 ， 由 此 本 
题 的 终结 部 分 〈4) 式 得 证 。((5) 式 的 证 明 见 后 ) 

从 上 面 的 例子 可 以 看 到 ， 机 器 证 明 的 思路 是 ， 先 把 几何 问 
题 化 为 代数 问题 ， 列 出 表示 命题 的 题 设 部 分 和 终结 部 分 的 只 含 
整 式 的 等 式 。 这 一 步 可 由 人 工 进 行 ， 一 般 不 很 烦 难 〈 也 可 编 成 
程序 ， 由 机 器 进行 )。 然 后 进行 三 角 化 和 逐次 相 除 ， 这 两 步 可 以 
由 机 器 按 一 定 的 程序 进行 。 虽然 我 们 用 人 工 进行 这 两 步 觉 得 较 
. 繁 ,但 是 机 器 进行 却 是 不 怕 繁 的 ,即使 余 式 多 达 几 十 项 、 几 百 项 ， 
它 都 不 怕 。 如 果 最 后 得 到 的 余 式 恒 等 于 零 ， 那 就 说 明 在 某 些 附 
加 条 件 下 ， 从 命题 的 题 设 部 分 可 以 推出 终结 部 分 ， 也 就 是 说 ， 
在 某 些 附加 条 件 下 ， 命 题 已 经 得 到 证 明 。 


四 、 机 器 证 法 大 意 


上 节 我 们 举 了 机 器 证 明 初 等 几何 命题 的 一 个 例子 。 本 节 借 
助 这 个 例子 来 说 明 机 器 证 明 的 大 意 。 

通过 上 节 的 例子 可 以 看 到 ,机 器 证 明 初等 几何 命题 ,首先 要 
把 几何 问题 化 成 代数 形式 ， 用 关于 整 式 的 等 式 写 出 命题 的 题 设 
部 分 和 终结 部 分 。 这 是 可 由 人 工 或 机 器 进行 的 。 

适当 选择 坐标 系 ， 即 选取 图 形 中 适当 的 点 作为 原点 ， 适 当 
的 直线 作为 坐标 轴 ， 往 往 可 使 后 面 的 各 个 步骤 以 及 问题 的 解决 
得 到 很 大 的 简化 。 

选 定 坐标 系 后 ， 我 们 可 以 把 独立 的 各 点 〈 即 它们 的 位 置 
是 可 以 任意 选取 的 ) 的 坐标 用 (w,,4,)，(w,,us) 等 表示 。 而 把 
不 独立 的 各 点 ( 即 它们 的 位 置 是 由 其 他 点 的 位 置 所 确定 的 ) 的 
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坐标 用 (xx,)，(x,,x4) 等 表示 。 哪 些 点 是 独立 点 ,哪些 点 不 是 独 
立 点 ， 往 往 不 是 固定 的 。 如 果 取 某 些 点 为 独立 点 ， 那 么 其 他 点 
就 不 是 独立 点 ;如 果 取 另 一 些 点 为 独立 点 ,那么 其 他 的 点 就 不 是 
独立 点 。 但 在 同一 个 问题 中 ， 独 立 坐 标的 个 数 则 是 确定 的 。 当 
然 ， 独 立 点 的 坐标 和 不 独立 点 的 坐标 并 不 一 定 要 用 & 和 x 来 区 
分 ， 但 是 这 样 区 分 一 下 ， 可 以 使 后 面 的 说 明 得 到 方便 。 

确定 了 点 的 坐标 以 后 ， 初 等 几何 中 的 一 些 关 系 〈 无 论 在 题 
设 中 ， 或 在 终结 中 ) 可 以 化 成 代数 形式 如 下 。 

1。 线 段 相等 

如 图 4, 线段 AB 的 长 度 ( 即 4、B 两 点 的 距离 ) 的 平方 为 





(Xs— X,)’ 十 (Xi 一 X4) 7。 
线段 CD 的 长 度 为 ,可 以 表示 为 
(Xs— X17) + (Xe— Xe)’—r’=0。 
线段 4B 与 CD 相等 ,可 以 改 用 它们 的 长 度 的 平方 相等 表示 为 
(Xi— Xs)’ + (X—X)’ — (Xs— X71) — (Xe— Xe)’ =0。 
2. 一 点 是 两 点 的 中 点 
如 图 5,B 是 和 4,C 的 中 点 ， 可 以 表示 为 


A(Xi:x2) B(x3.x4) C(x sx 6) 


5 
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2X,—X,—Xs=0, 
(2 
上 面 的 两 个 等 式 在 一 起 实际 上 表示 “了 B 是 A.C 的 中 点 "或 
“A\B.C 三 点 重合 ”。 
3。 两 线 平行 
如 图 6, AB /CD 可 以 表示 为 


(Xs— Xs) Xi — Xs) — (X, ~ X,) (Xs — X6) =0。 


D(x1. Xs) 
B(x 3x 4) 
A(x1.x2) Cx sx 6) 


图 6 


这 个 等 式 可 从 4B 与 CD 的 斜率 相等 导出 ， 但 这 个 等 式 所 
表示 的 实际 上 是 : “4B 1 CD”, 或 “4 与 B 重 合 ", 或 “C 与 D 重 
合 ”, 或 “4B 与 CD 在 同一 条 直线 上 ”。 

4。 两 线 垂 直 

如 图 7,ABLCD 可 以 表示 
为 





(X4 一 %:) (xs 一 X6) 
+ (2 一 %)(xXy 一 xs) = 0。 


这 个 等 式 可 从 AB 与 CD 的 斜率 互 为 负 倒数 导出 ,但 这 个 


等 式 所 表示 的 实际 上 是 “ABCD，， 人 
或 “A 与 重合" 或‘C 与 DD 重合 ”。 es 
5。 三 点 共 线 
XuX2) 
如 图 8,A.B.C 三 点 共 线 A 
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可 以 表示 为 
(Xa— Xs) (X,— Xs) — (X,— Xs) (xX, — Xe) = 0。 

这 个 等 式 可 以 从 BC 与 AC 的 斜率 相等 导出 ， 但 这 个 等 式 
所 表示 的 实际 上 是 :“A、B.C 三 点 共 线 ” ,或 “其 中 有 两 点 重 合 ”， 
或 “三 点 重合 ”。 

熟悉 行列 式 的 读者 可 以 看 到 ， 上 面 的 等 式 与 下 面 关 于 行列 
式 的 等 式 是 一 样 的 : 
XE .%5 这 
% Ne 1 


=0。 








Xs X6 1 
6。 三 线 共 点 
如 图 9，AB、CD.、EF 三 条 直线 都 经 过 G 点 , 可 以 用 三 个 等 
式 来 表示 ， 这 三 个 等 式 分 别 表示 A、B.G 三 点 共 线 ，C、D,G 三 
点 共 线 ， 以 及 BE,F,G 三 点 共 线 。 





7。 两 角 相 等 

如 图 10， 两 角 ABC 和 DEF 相等 ,不 但 需要 它们 的 度数 相 
等 ， 而 且 需 要 它们 从 始 边 (BA,ED) 旋 转 到 终 边 (8C,EF) 的 方 
向 也 相同 (都 是 逆 时 针 方 向 ,或 都 是 顺 时 针 方向 )。 
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图 10 


如 果 一 个 角 从 始 边 旋转 到 终 边 的 方向 是 逆 时 针 方 向 ， 那 么 


这 个 角 的 正切 值 是 让 -如 ,这 里 Ss、Sa 分 别 表示 这 个 角 的 始 





边 和 终 边 的 斜率 。 

按 此 ， 10 中 的 人 ABC = 人 DEF( 人 ABC 的 始 边 为 B4， 
终 边 为 BC， 其 他 同 ) 可 以 表示 为 
[(x6 一 X4) (X, 一 Xi;) 一 (Xi 一 X4) (Xs — X,)JLX,, — X9) (X17 — Xo) 
+ (Xiz 一 Xio0)(Xs 一 Xio0)] 一 [Cxiz 一 Xi0)(X7T 一 X9) — (Xs — X10) 
(X11— Xo) IL Xs — X) (Xi— X,) + (Xe— Xs) (Xs— Xx)1= 0% 


这 个 等 式 所 表示 的 实际 上 是 : 


B34 C(x sx 6) 


A(X x2) 
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“A 与 也 重合 ", 或 “C 与 了 重合” ,或 ^D 与 已 重 合 "或 了 与 
王 重 合 ” ;或 “人 4BC 与 CDEF 度数 相同 且 旋 转 方向 相同 ”( 如 图 
10), 或 “< 人 ABC 与 《DEF 度数 相 补 且 旋转 方向 相反 ”( 如 图 11)。 
8。 点 在 分 角 线 上 
如 图 12 ，P 点 在 人 ABC 的 分 角 线 上 ， 可 以 表示 为 
[Xs 一 X4) Xi—X,) — (Xs— Xs) (X71— xX)] LXs—X,) (Xx7— xX,) 
+ (Xe— Xs) (Xa— Xs)]— [Xe— Xs) (Xi — X,) — (Xs— Xs) (Xs— X, )] 


[LX1—X3) (Xi —X) + (Xa — X4) (X, — X4)]= 0。 





XX) A(X1,x2) 


图 12 


这 个 等 式 可 从 考虑 人 ABP 的 正切 与 <PBC 的 正切 相等 而 得 
出 。 它 所 表示 的 实际 上 是 “A 与 重合", 或 “‘C 与 B 重 合 ”, 或 “A 
与 C 重 合 ”, 或 “在 人 ABC 的 分 角 线 上 ”， 或 了 了 在 人 ABC 的 邻 
补 角 的 分 角 线 上 ”。 

9。 线段 的 比 相等 

如 图 13 ,线段 AB 与 CD 的 (长 度 的 ) 比 等 于 r, 可 以 表示 为 


村 pix1*®) 
2 
EY re 
Gx ,3 HX 15,X16) 
E(x 9.x10) rad a 
F(x i:x12) 


图 13 


A 
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(xi 一 X,)2+ (Xs— XK0)' — rLXs— X71) + (Xe— Xa)’] = 0。 
这 个 等 式 实际 上 也 表示 “A 与 了 重合 且 C 与 了 重合 "的 情形 。 

又 线段 AB 与 CD 的 比 等 于 线段 EF 与 GH 的 比 ( 即 线段 
AB,CD,EF,GH 成 比例 ), 可 以 表示 为 

[xi 一 x+ (Xs— Xs) JL Xs — Xis) + (X14 — X16)"] 

— [Xs— X71)’+ (Xe— Xa) IL (Xo — X11)’ + (Xi0— X12)"] = 0。 
这 个 等 式 就 是 表示 线段 AB 与 GH 的 积 等 于 线段 CD 与 EF 的 
积 ， 实 际 上 也 表示 “A 与 也 重合 且 C 与 DD 重合”, 或 “4 与 B 重 
合 且 与 重合 ”, 或 “G 与 甩 重 合 且 C 与 D 重合 ”, 或 'G 与 H 
重合 且 E 与 f 重 合 ” 等 情形 。 

10。 一 点 分 两 点 成 定 比 

如 图 14,P 点 分 4.B 两 点 成 定 比 ">, 是 指 卫 在 4,. 了 3 所 在 的 
直线 上 , 且 有 向 线段 AP 与 有 向 线段 PB 的 比 是 7。 因 此 ,P 点 在 
A.B 之 间 时 r 为 正 ( 如 图 14 的 上 图 ),P 点 在 A.B 之 外 时 r 为 
负 ( 如 图 14 的 下 图 )。 

了 点 分 人 .了 成 定 比 r， 可 以 表示 为 


B(x 3 4) 


) 
P(x 
Me EC 


A(X1,x2) 
人 
图 14 

Xs— Xi—r(X,— Xs) =0, 

Ge =0。 
这 两 个 等 式 在 一 起 实际 上 表示 :“P 分 A、B 成 定 比 r”, 或 “4A、 
BP 三 点 重合 ”, 或 “4 与 重合 且 了 不 与 4,B 重合 ”。 
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11. 一 点 在 一 贺 上 
如 图 15,P 点 在 以 O 为 圆心 ， 以 7 为 半径 的 加 上 ， 可 以 下 
示 为 
(X,—X1) + (X4— Xx) = 7 


当 7 为 零 时 ,这 个 等 式 表 示 了 与 0 重合 。 


P(x3x4) 





图 15 图 16 
12。 四 点 共 圆 
如 图 16, 四 点 4.B.C、.D 共 圆 ， 可 以 设 这 个 圆 的 圆心 为 0， 
半径 为 r， 而 把 这 四 点 共 圆 表示 为 
Xi — X9) + (X: 一 Xio)2 = rr’, 
| ear+ (4 一 Xi 一 rr 
(xs 一 Xe)2+ (Xe— Xo)?=7?, 
人 (xs 一 Xi0)2= 2。 
也 可 利用 角 的 旋转 方向 及 相等 相 补 关系 ， 把 这 四 点 共 贺 用 
本 节 “7. 两 角 相 等 ”中 表示 两 角 相 等 的 式 子 来 表示 。 例如 在 图 16 
中 人 A、B、C、D 四 点 这 样 的 位 置 情 况 下 ， 和 ABD 与 LACD 旋 
转 方向 相同 且 度数 相等 ， 人 ABC 与 人 ADC 旋转 方向 相反 且 度 
数 相 补 。 
上 面 我 们 举 出 了 把 几何 关系 用 代数 形式 来 表示 的 几 种 情 
况 。 这 里 已 经 基本 上 包括 了 通常 遇 到 的 一 些 几何 关系 。 如 果 另 
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外 遇 到 这 里 没有 提 及 的 几何 关系 时 ， 也 可 仿照 这 里 的 方法 ， 把 
它们 化 成 代数 形式 。 
当 要 证 明 一 个 命题 时 ， 可 以 先 把 这 个 命题 的 题 设 部 分 和 终 
结 部 分 分 别 化 成 代数 形式 。 这 个 工作 可 由 人 工 或 机 器 来 进行 。 
然后 可 以 利用 机 器 按照 一 定 的 程序 进行 下 面 两 步 工作 。 
第 一 步 ， 三 角 化 
把 表示 命题 的 题 设 部 分 的 式 子 进行 整理 ， 得 到 -组 关于 整 
式 的 等 式 ， 
f,=0, 
f,=0, 
f,=0, 


fn=0。 
其 中 各 个 fi(i= 1,2,3,…,n) 都 可 以 含有 独立 从 标 ,ww…, 但 
f, 只 含有 一 个 不 独立 坐标 x,,f, 只 含有 x 和 另 一 个 不 独立 坐标 
Xp，f3 只 含有 X44，Xz 和 另 一 个 不 独立 坐标 Xx,,…,fn 可 以 含有 
所 有 的 不 独立 坐标 ( 设 有 个 )。 当 然 上 面 所 说 的 不 独立 坐标 不 
一 定 按 x,,x,,X,,…,xn 的 排列 次 序 ， 而 是 可 以 按 任何 其 他 的 排 
列 次 序 。 
第 二 步 ， 逐次 除法 
把 表示 命题 的 终结 部 分 的 式 子 写成 
8=0。 
把 g 除 以 fa( 都 看 作 x 的 多 项 式 ) ,得 
c.g8=a,’ fnt+ Rr; 
再 把 Re 除 以 fn-1( 都 看 作 x,1 的 多 项 式 ) ,得 
CaRn=a, fi+ Rais 
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再 把 Ra 除 以 妨 ;( 都 看 作 入， 的 多 项 式 ), 得 


CR = Q fr-s+ Rr,s 


辐 样 进行 ， 最 后 得 
Cn-iR2 = as_f, + R, 
cnR,=an’f,+R, 
把 上 上面 的 第 一 式 乘 以 c;, 再 把 第 二 式 代 入 ,得 
CCB8= a Cafnt a fn-st Rnss 
再 把 这 个 式 子 乘 以 c, ,然后 把 第 三 式 代入 ,得 
CCCsB8 = 0, Cacsfnt Gs Csfn-r t+ as fn-s + Rr-as 
依 此 进行 ,最 后 得 
Cicic cng= a fnt afn+ +anf,+ R, (1) 
上 面 的 第 一 步 三 角 化 和 第 二 步 逐 次 除法 是 可 以 通过 计算 机 
来 完成 的 。 就 是 说 ， 


输入 表示 题 设 的 等 式 
和 表示 终结 的 等 式 9 = 0 


三 角 化 ， 把 表示 题 设 的 等 式 
化 成 f1=r0.f;= 0 .yo=0 


输出 结果 : C1Cs……Cg 
=CI tasfe it +an fi+R 
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这 个 过 程 ， 可 以 由 计算 机 来 完成 ， 而 且 是 切实 可 行 的 。 就 
是 说 ， 不 必 动 用 大 型 的 或 超级 的 计算 机 ， 不 必 经 年 累 月 ， 耗 费 
大 量 时 间 ， 即 使 对 于 一 般 认为 是 初等 几何 中 的 难题 ， 只 要 利用 
普通 的 微型 计算 机 ,在 合理 的 时 间 ( 例 如 几 小 时 ' 以 内 就 可 完成 。 

从 输出 的 结果 (1) 式 ,可 以 看 到 , 如 果 最 后 所 得 的 余 式 尽 恒 
颖 于 0, 那么 在 题 设 条 件 f,=0,f,=0,…fn=0 以 及 附加 条 件 
cc, 天 0,C, 关 0,…cn 关 0 下 ， 一 定 可 以 得 到 终结 条 件 8= 0。 这 就 
是 说 ， 在 c, 冯 0,c, 关 0,…,cn 关 0 的 附加 条 件 下 ,命题 已 经 得 到 
证 明 。 反 之 ， 如 果 没 有 得 出 余 式 R 人 恒 等 于 0， 那么 命题 的 成 立 
与 否 还 不 一 定 ， 就 是 说 ， 命 题 还 在 存疑 之 中 。 

以 上 只 是 介绍 了 机 器 证 法 的 一 个 梗概 。 就 是 说 ， 利 用 传统 
方法 需要 冥 思 苦 想 才能 得 到 证 明 的 一 些 初等 此 何 命题 ， 可 以 利 
用 机 器 ， 通 过 一 定 的 程序 加 以 证 明 。 


五 、 机 器 证 法 再 举例 


上 节 通 过 第 三 节 的 举例 ， 说 明了 机 器 证 法 的 大 意 。 现 在 再 
举 一 些 例子 如 下 。 下 面 一 些 例子 ,有 的 实际 上 根本 用 不 到 机 器 ， 
只 用 人 工 就 能 解决 ,但 是 所 用 的 方法 则 是 机 器 证 明 所 用 的 方法 。 
有 的 虽 要 借助 于 一 些 机 器 计算 ， 但 也 是 比较 简单 的 。 

先 举 一 个 十 分 简单 的 例子 。 

例 1 求证 , 三 角形 的 三 条 高 线 共 点 。 

如 图 17, 选 取 坐 标 系 ， 以 人 ABC 的 AB 边 所 在 的 直线 为 而 
轴 ， 过 C 点 的 高 线 为 纵 轴 。 设 过 A 点 的 高 线 与 过 C 点 的 高 线 
相交 于 互 ， 且 设 各 点 的 坐标 为 A(4,,0),，B(u,,0), CC0,4,),H 
(05x,)。 
372 


只 要 证 明 BH_LAC, 本 题 即 可 得 证 。 
由 题 设 4H_LBC, 得 
f,= (xX,—0)(u,—0)+ 
(0—u,) (0—u,)=0。 
而 终结 BHLAC 即 
8= (x,—0)(u,—0)+(0 
—u,) (0—u,) = 0。 图 17 
可 见 了 与 8 完全 相同 。 
因此 ,g 除 以 f, 所 得 的 余 式 R 当然 为 0， 本 题 中 的 命题 已 
被 证 明 。 
例 2 证 明 第 三 节 中 的 (5) 式 。 
这 就 是 ， 从 


f= -uu -X=0, 


C(O0u3) 





f=X(X -UW) + =0, 


f,=xu,— Xu,=0 


推出 
B= — 2UX, + Ui — XI +2XX, — UI + 2UX, = 0 
把 8, 除 以 f,( 都 看 作 x, 的 多 项 式 ) ,得 
U8 = —(—2u,+2x)f,+R,, 
其 中 
R,= (~— 2uU,+ 2U,X, + 2U3)X, + U3— UX? — WI, 
再 把 R, 除 以 f,( 都 看 作 x, 的 多 项 式 ) ,得 
(Xi— WU)R,=(— 2, + 2U,x, + 243)f, + R,, 
其 中 


R,= — Wu,(— 2uh, + 2UX, + 243) 


+ XW) uu, -ux -ui) 
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= 一 LNXi HT (LU + ul,) xXx? 
+ (— 2U UU, + ul, — UI)X, 
+ (— UtuUu,— Wu + Ud), 
最 后 把 R, 除 以 1,( 都 看 作 x, 的 多 项 式 ) ,得 
R, = (UX? ~ 2X, + UU + U3)fi+R, 
其 中 只 恒 等 于 0。 
于 是 在 必 基 0 及 x 一 4 一 uw 大 0 的 附加 条 件 下 (5) 式 得 证 。 
天 0 及 一 出 一 ,大 0 的 意义 可 见 第 三 节 靠近 末 尾 的 部 分 。 
例 3 求证 ， 萎 形 对 角 线 互相 垂直 。 
选取 坐标 系 ， 使 葵 形 的 一 个 顶点 4 为 原点 ， 一 条 边 所 在 
的 直线 为 横 轴 ,如 图 18。 


C(u2, Xx1) 





B(uw0) 





ACO.0) 


图 18 


设 4.B 的 坐标 分 别 为 A4(0,0),B(wu,0)。 因 4B 与 BC 的 
长 度 应 相等 , 故 C 点 的 坐标 只 能 有 一 个 为 独立 坐标 ， 设 C 点 的 
坐标 为 (4,xi) 。D 点 的 两 个 坐标 都 不 独立 ， 且 由 4B1/ DC,DD 
点 的 纵 标 与 C 点 的 纵 标 相 同 , 设 D 点 的 坐标 为 (X,,x1)。 
由 ADJ BC, 得 
Xi — Wi) — XX = 0 (1 


由 AB=AD, 得 
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u? — (Xx? + xX}) =0。 (2) 
(1) 式 中 因 关 0( 否 则 DC 与 AB 在 同一 直线 上 )， 故 可 把 
(1)、(2) 两 式 三 角 化 如 下 ， 
fi=—X,+ (Wu,— WU)=0, 
f,= (xt +xi)+ui=0。 
终结 ACLBD 为 
8B= XieXi 十 Ki。(X: 一 Li)=0。 
把 g 除 以 f,, 得 
8= ~f,+R,, 
其 中 R,= 一 X3 + UX,— Wu,+u?, 
再 把 R, 除 以 fi, 得 
R,= (x,— Wu)fi+R, 
其 中 R 恒 等于 零 ,于 是 命题 得 证 。 
例 4 求证 : 等 厢 梯 形 底 
角 相 等 。 
如 图 19, 选 取 坐 标 系 并 设 
4.B,. CD 各 点 的 坐标 。 
由 AD= BC, 得 图 19 
f=x? +us— (WU,—u) us 


[pc Cuz u3) 


41( 0,0) B(u1.0) 


= (X + —U)(X—U+u)= 0。 
但 因 AD 与 BC 不 平行 (梯形 的 定义 ), 故 
Use (U,— 1 )— Xu, AF0 
因此 x+ 一 4, 关 0, 而 上 面 的 f=0 成 为 
f,=x,+u,—u,=0。 
由 第 四 节 中 的 “7, 两 角 相等 ”, 终 结 人 ZBAD = 人 CBA 可 以 表 
为 


习 
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区 = LI 一 HCL: 一同 )] 一 ZU Xu,) 
= — UIu,(X,+u,—u,)=0。 

因 w, 尖 0(B 与 和 4 不 重合 ), 岂 关 0(DC 与 AB 不 在 同一 条 直 
线 上 )， 故 由 f,=0 可 以 推 得 8g=0, 而 命题 得 证 。 

例 5 求证 : 三 角形 两 条 中 线 的 交点 ， 分 顶点 与 对 边 中 点 
成 2:1。 

选取 两 条 中 线 的 顶点 所 在 的 直线 为 横 轴 ， 其 中 一 个 顶点 为 
原点 ， 并 设 顶点 4、B、C 的 坐标 如 图 20。 由 第 四 节 中 的 “2, 一 点 
是 两 点 的 中 点 ”可 得 BC 边 的 中 点 DD 和 AC 边 的 中 点 三 的 坐标 。 

设 AD 和 BE 的 交点 是 G。 则 由 4、G,D 共 线 和 B.G、E 共 线 
可 得 
C( 2u2, 243) 








D(uituz wa) 


B(2u.,0) 
图 20 
XU +u)— Xu,=0, 
X,(U,— 2U,) — (Xx,— 2U1)U, = 0。 
三 角 化 得 
下 =IU[3x, 一 2(+z)]=0， 
f,=X,*(U, +U,)— Xu, =0。 
由 第 四 节 中 的 “10 .一 点 分 两 点 成 定 比 ”, 终 结 G 分 AD 成 
2:1 和 G 分 B.E 成 2:1 可 以 表示 为 
Bi=X,—2(U, +U,—X,)=0, 
(i a a =05 
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人 
B84=~X,— 2(U,—X,)=0。 
因 w, 关 0(B 与 4 不 重合 ),W, 关 0(C 点 不 在 AB 直线 上 )， 
故 由 f,=0 可 以 推 得 &,=0,8,=0。 
8;:=0 和 gs=0 都 是 8= 3x,2u,=0。 
把 g 除 以 了,, 得 
(UW+U,)8= 3f,+R,, 
其 中 
R,=WU [3X, -2(K,+U,)]。 
再 把 R, 除 以 f,, 得 
uR,=f,+R, 
其 中 R 便 等 于 0。 
因 tw, 去 0, 于 是 在 +w, 才 0 的 条 件 下 ， 命 题 得 证 。 
车 4,+w,=0, 则 三 角 化 以 前 的 题 设 成 为 


f= 一 xi=0， 
f,= — 3UX,— UX, + 2UU, = 10。 
而 终结 成 为 
全 3x,= 0， 
Bg:= 3X,— 2u,= 0; 


g,= 3x,=0， 
[= 3X,— 2u,=0。 

又 因 wwt, 夭 0, 故 由 题 设 f,=0,f,=0 也 可 推出 终结 8, = 0,8, = 0， 
8,=0,8=0, 

例 6 求证 : 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 是 斜 边 上 两 线段 的 比 
例 中 项 。 

选取 坐标 系 及 4.B.C.D 各 点 的 坐标 如 图 21, 其 中 AD 是 

377 


直角 三 角形 ABC 斜 边 BC 上 的 高 。 


C(0,u2) 
由 4DLBC, 可 得 D( x1, x2) 
XUt+X(—W)=0。 - 
由 B.D.C 三 点 共 线 ,可 得 
XU) KX) =0, “IAMO,0) B(u1.0) 
三 角 化 后 ， 得 图 21 


f,=U U2 一 (LE + U3)X, =0, 
f,= Xu,— XU,=0。 
终结 AD?= BD.DC 可 以 表示 为 
B=L(X,—U) tx LX? + (X, —W)"]— (XI+ X32) = 0。 
把 g 除 以 f,( 都 看 作 x, 的 多 项 式 ) ,得 
438 = [一 2U2X2 + (U3 — AU UX, + UI,)X, 
+ (BU MIX, 一 AUIX? + UX, — 2u2x? — 2u2u2) ,+ R,, 
其 中 R,= — Au,(Uu? + U3)X? + (Ut + UI? + 2)X 
— 2UUI (CU? + U2)X, + UIUI, 
再 把 R, 除 以 f, 得 
R, = [Aux? 一 (CU + U3)x, + uu]f,+R, 
其 中 尺 恒 等于 0。 
于 是 在 Ww, 关 0(C 与 A 不 重合 ) 的 附加 条 件 下 ， 命 题 得 证 。 
例 7 求证 ， 从 三 角形 外 接 圆 上 一 点 到 三 角形 三 边 所 作答 
线 的 垂 足 共 线 ( 这 线 称 为 西 摩 松 线 ，Simson Line) 。 
取信 ABC 的 4 点 为 原点 ，4B 边 所 在 的 直线 为 模 轴 。 设 它 
的 外 接 圆 的 圆心 为 9, 半径 为 r。 设 P 为 外 接 圆 上 一 点 ， 它 到 
A4BC 三 边 4B.BC.CA 所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 工 M、N。 并 
设 各 点 的 坐标 如 图 22。 
由 B.C,P 在 圆 上 ,得 
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M(xuxs) 
A ts) 





ACOOXL Cu 10) B(u1.0) 


图 22 


(UW, — X,)’*+ X23 = xX? +X}, 
(UW,— X)’+ (WU,—X,)”= xX? +x, 
(Ws— X)?+ (X, — X,)? = Xx? + xX2o 
由 PMLBC,PN |AC, 得 
(Xs— XS) + (Wa— Xs) (U,— ) =0, 
(Xs— XU + (Wa— Xo)U,=0。 
由 M 在 BC 上 ,NN 在 CA 上 ,得 
Xs(U,—U) u(xX mu)=0, 
XU, — Xeu, = 0。 
经 过 三 角 化 ， 得 : 
f,=2ux,—u?=0, 
f,= 2Ux, + 2U,x, 一 2 一 43 = 0， 
f,=X3— 2X,X,— 2Wsx, + Ui =0, 
fa= ui(X4—W) — Xu ) + (xa UU = 0， 
fs=Xs(W—)—u, (Xu,) =0, 
fo= — Xu? + UI) + Xu, + ui = 0, 


f7= Xd, — Xeu,= 0 
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终结 工 .M N 共 线 可 以 表示 为 
B=X1(X4— Ws) 一 (Xe 一 UL4)Xs=0。 
把 g 除 以 f1( 都 看 作 *xi 的 多 项 式 ), 余 式 为 (在 某 些 条 件 下 ， 
下 同 ) 
R1= Xeu,(X4— Ws) — UXs (Xe — Us), 
把 R; 除 以 fo( 都 看 作 xs 的 多 项 式 ), 余 式 为 
Re = UXXs 一 人 4XS — UX Xa 
— UXat WUaX, + WW? 
把 R。 除 以 fs( 都 看 作 xs 的 多 项 式 ), 余 式 为 
Rs = UllaXa — UIUsXs — UlaxXs 
+ WU XX 一 WU,X, 一 Wl lsXs 
+ Uax, + WI? 一 WU? 
+ UU 
把 Rs 除 以 如 (都 看 作 x4 的 多 项 式 ) , 余 式 为 
Ri= (Wy ~ UU) XI+ (2 U2 — UI — U2 + UY — UY)X, 
+ 11 UU? 一 Wd lt ?UW 
把 R, 除 以 f,( 都 看 作 x, 的 多 项 式 ), 余 式 为 
R,= (2U,U,X, — 2U UX,)X, + (UU a 一 2U Ua)X, 
+ DU UIX, 一 UTX, — UIX, + UUIX, 
— UUIX, 一 UU Us + UU 
把 R; 除 以 f,( 都 看 作 x, 的 多 项 式 ), 余 式 为 
R, = (2U,U2x, 一 2U3X, + 2 Ws — 2U UU) X, 
+ UUIX, 一 WIUX, — UUW s+ UU Uso 
再 把 R, 除 以 f,， 余 式 为 0。 
考察 过 程 中 所 需 的 条 件 ， 都 能 成 立 。 因 此 命题 得 证 。 
例 7 因 比 较 复杂 ， 是 借助 于 电子 计算 机 而 得 到 解决 的 。 
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通过 上 面 的 一 些 例子 ， 可 以 看 到 机 器 证 法 的 大 致 情况 。 这 
些 例子 ， 有 的 十 分 简单 ， 用 人 工 就 可 解决 ， 有 的 略为 复杂 ， 由 
机 器 帮助 解决 。 这 些 例子 的 机 器 证 法 ， 虽 然 看 起 来 反而 比 传统 
证 法 更 为 复杂 ， 但 是 如 前 所 述 ， 机 器 证 法 是 按 一 定 的 步骤 进行 
的 ， 不 象 传统 证 法 没有 一 定 的 规律 可 循 ， 对 于 每 一 个 不 同 的 问 
题 都 要 另 费 一 番 思 考 。 

机 器 证 法 有 一 定 的 步骤 ， 不 怕 复 杂 ， 所 以 可 以 用 机 器 证 法 
解决 许多 难题 。 这 些 难题 ， 用 传统 的 综合 方法 来 证 ， 因 为 不 易 
找到 思路 ， 所 以 十 分 困难 。 

例如 ， 有 一 个 著名 难题 ， 叫 做 Morley 定理 ， 是 说 任意 三 
角形 ABC 中 ,一 个 角 的 一 条 三 等 分 线 ， 与 和 它 相 邻 的 角 的 三 等 
分 线 相交 , 象 这 样 所 得 的 交点 P,Q、R 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶 
点 (如 图 23)。 


ZX 
B 人 
图 23 
用 传统 方法 证 明 Morley 定理 ， 非 常 艰难 。 用 机 器 方法 
证 明 Morley 定理 ， 跟 证 明 其 他 定理 一 样 ， 有 一 定 的 步 又， 只 
要 按 步 进行 就 可 以 了 。 
进一步 的 研究 表明 ， 任 意 三 角形 中 ， 一 个 角 的 三 等 分 线 ， 
与 和 它 相 邻 的 角 的 三 等 分 线 相交 ， 按 一 定 的 规则 选取 交点 ， 共 
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可 组 成 27 个 三 角形 ， 在 这 27 个 三 角形 中 ， 一 定 有 18 个 三 角 
形 是 正三 角形 。* 

用 机 器 方法 同样 容易 证 明 这 个 更 一 般 的 Morley 定理。 在 
证 明 过 程 中 ， 不 止 一 次 地 出 现 了 关于 12 个 变量 的 含有 一 千 多 
项 (有 的 有 1960 项 ) 的 多 项 式 。 象 这 样 的 问题 ， 不 用 机 器 而 用 
人 工 处 理 ， 当 然 是 非常 困难 的 。 


六 、 回 到 前 面 的 古老 问题 


说 明了 机 器 证 法 的 大 致 情况 并 举 了 一 些 例子 以 后 ， 我 们 再 
回 到 第 一 节 所 说 的 古老 问题 : 

求证 : 两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 看 看 怎 
样 用 机 器 证 法 来 证 明 这 个 命题 。 

但 是 ， 对 于 这 个 古老 问题 来 说 ,上 面 所 说 的 方法 还 不 够 用 ， 
需要 另外 想 一 些 办 法 。 

这 是 因为 ， 上 面 所 说 的 方法 ， 适 用 于 能 把 命题 的 题 设 部 分 


# 27 个 三 角形 的 组 成 如 下 。 


设 三 角形 的 三 边 为 11,12,13。 用 人 《lL1s12) 表示 14s12 所 成 的 角 〈 要 考虑 旋转 方 
向 ) ， 我 们 规定 能 使 3 和 (tf,11) 等 于 人 (12,11)， 或 等 于 ,Ca,11) +180*， 或 等 于 
忆 (l2911) + 360* 的 上 为 这 个 角 的 主 三 等 分 线 。 这 样 的 主 三 等 分 线 有 三 条 。 

对 于 每 一 条 主 三 等 分 线 f, 有 一 条 相应 的 能 使 
(12,t') = 人 (t,11) 的 副 三 等 分 线 t 人 。 

(L4512) 的 任 一 条 主 三 等 分 线 ， 与 .4 (12513) ， 

的 任 一 条 主 三 等 分 线 的 相应 副 三 等 分 线 相交 ， 得 一 1 


交点 ， 芝 (12,12) 的 这 条 主 三 等 分 线 与 , 忆 (13,13) 的 2 
任 一 条 主 三 等 分 线 的 相应 副 三 等 分 线 相交 ， 得 一 交 ! 
点 ， 人 (1 3513) 的 这 条 主 三 等 分 线 与 人 (1,12) 的 所 
到 的 主 三 等 分 线 相应 的 副 三 等 分 线 相 交 , 得 一 交点 。 
三 个 交点 组 成 一 个 三 角形 。 这 样 共 组 成 27 个 三 角形 。 
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和 终结 部 分 都 化 为 等 式 的 情况 ,而 不 能 用 于 化 为 不 等 式 的 情况 。 
在 这 个 古老 问题 中 ， 按 照 第 四 c 
节 <8. 点 在 分 角 线 上 ”所 列 的 等 式 ， 
只 能 确定 一 点 是 在 和 CAB 的 LCAB 
的 分 角 线 上 ， 而 不 能 确定 究 竞 是 
在 内 分 角 线 上 还 是 在 外 分 角 线 上 。 /AA 
但 这 个 古老 问题 是 要 证 明丽 条 内 分 图 24 
角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 而 对 于 两 条 外 分 角 线 相等 的 
三 角形 来 说 ， 情 况 就 大 不 一 样 ，( 见 下 节 )。 因 此 ， 在 这 个 古老 
问题 中 ,一 点 究竟 在 内 分 角 线 上 ， 还 是 在 外 分 角 线 上 ,有 着 决定 
性 的 重要 关系 。 但 是 这 一 点 却 不 能 单独 用 第 四 节 “8. 点 在 分 角 线 
上 ”所 列 的 等 式 来 下 示 ， 而 需要 另外 添加 一 个 不 等 式 。 
幸好 ， 在 这 个 二 老 问 题 中 ， 记 要 添加 的 不 等 式 是 在 题 设 部 
分 ， 而 不 是 在 终结 部 分 。 这 样 ， 上 面 所 说 的 机 器 证 法 只 要 稍 加 
改进 ， 就 仍然 能 够 适用 。 如 果 一 个 命题 ， 在 它 的 终结 部 分 ,需要 
用 不 等 式 来 表示 ， 那 么 上 面 所 说 的 机 器 证 法 就 无 能 为 力 了。 这 
就 是 说 ,上 面 记 说 的 机 器 证 法 , 不 能 适用 于 终结 部 分 需要 用 不 等 
式 来 表示 的 命题 (也 就 是 涉及 希 尔 伯 脱 Hilbert 公理 体系 中 有 
关 次 序 公理 的 问题 ) 。 例 如 ,上 面 所 说 的 机 器 证 法 ,不 能 用 来 证 明 
象 下 面 这 类 的 命题 ,“ 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 "; “在 一 个 三 
角形 中 ,大 角 所 对 的 边 也 大 ”; 等 等 。 COs) 
现在 我 们 来 看 怎样 改进 一 下 上 
面 所 说 的 机 器 证 明 方 法 ， 可 以 用 Eeerxew| 
来 证 明 这 个 古老 问题 。 x 
如 图 25, 取 AB 的 中 点 为 原 A -1 .0) B(1, 0) 
点 ，AB 所 在 直线 为 模 轴 ， 且 以 图 25 






DOxexio) 
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AB 的 长 度 的 一 半 为 单位 长 度 。 则 和 A，B 的 坐标 为 A( 一 1,0)， 
B(1,0)。 

设 分 角 绥 AD 和 BE 相交 于 1, 并 设 工 的 坐标 为 IT(xix:)。 
设 两 条 分 角 线 AD、BE 的 斜率 分 别 为 x,、xs, 作 ABC 的 两 边 4C 
BC 的 斜率 分 别 为 xs、Xs,E 点 的 坐标 为 (x;、Xxs),D 点 的 坐标 为 
D(xo,xio),C 点 的 坐标 闵 C(x,,,X,,)。 

由 AI 的 斜率 为 x,, 可 得 


Xt+ XX,—X, = 0, (1) 
由 BI 的 斜率 为 xi, 可 得 
XX4— X4— X= 0。 (2) 


由 AB 旋转 到 AI 所 成 的 角 等 于 AT 旋转 到 AC 所 成 的 角 ， 
可 得 

Xs — XIXs — 2X, =0。 (3) 

由 BA 旋转 到 BI 所 成 的 角 等 于 BI 旋转 到 BC 所 成 的 角 ， 
可 得 


Xe — XIXe — 2X4 = 0。 (4) 
由 AE 和 AC 的 斜率 都 等 于 xs, 可 得 : 
Xs — XsX7 — Xs = 0， (5) 
Xi 一 Xsxi — Xs = 0。 (6) 
由 BD 和 BC 的 斜率 都 等 于 xs, 可 得 ; 
Xi 一 XbX9 十 X6=0， (7) 
Xa — XoX,s + Xe = 0o (8) 
由 人 .TD 共 线 ,可 得 
Xs t KX,o — XX9 — Xs = 0 (9) 
由 BIE 共 线 ,可 得 
Xs — XiXa + XX7 ~— X, = 0。 (10) 
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此 外 ， 又 由 分 角 线 4D 与 BE 相等 ， 可 得 
xio+X%3 +2x9 一 X — XI + 2X =0。 (11) 
上 面 所 列 的 等 式 (3)、(4), 只 能 表示 DD 在 LCAB 的 分 角 线 
上 : 巨 在 人 CBA4 的 分 角 线 上 ,而 不 能 表示 AD、BE 究竟 是 内 分 角 
线 还 是 外 分 角 线 。 
为 了 表示 AD、BE 都 是 内 分 角 线 ， 我 们 添 设 两 个 条 件 : 
1。AD 和 BE 的 斜率 的 符号 相反 ， 这 说 明 AD 和 BE 同 是 
内 分 角 线 或 同 是 外 分 角 线 。 
2。AD 和 BE 的 交点 1 与 C 点 在 AB 的 同 侧 。 
这 两 个 条 件 合 起 来 就 可 确定 分 角 线 AD 和 BE 同 是 内 分 角 
线 。 
条 件 1 用 式 子 表示 就 是 
X,X4<0。 
为 了 用 等 式 而 不 是 用 不 等 式 来 表示 这 个 条 件 ， 我 们 可 以 设 一 个 
实数 ,而 把 上 面 的 不 等 式 写 成 下 面 的 等 式 : 
XX4= — Wo (12) 
条 件 2 可 以 表示 为 
XX >0。 (13) 
本 题 的 终结 部 分 原来 应 是 4C=BC。 但 是， 为 了 简便 ,可 
以 用 “I 在 纵 轴 上 ”来 代 兰 。 这 是 因为 ,I 在 AB 的 中 垂 线 上 , 则 
I1A=1B, 人 LIAB= 人 TIBA, 即 可 得 人 CAB= LCBA, 从 而 AC=B 
C。 因 此 ， 终 结 部 分 可 以 表示 为 
Xx,=0。 (14) 
我 们 先 把 条 件 (13) 暂 且 不 管 ， 留 作 以 后 讨论 时 用 ， 而 把 
(D 一 (12) 式 三 角 化 如 下 (利用 机 器 ) ， 


f= Wx, (1- Xx?)f,=0, 
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其 中 f= (Ww 一 ?Cw 一 2)(1 一 x?) 一 全 
f,=X2 -w+ ux?=0, 
f,=X,+XX,—X,=0s 
fi=X1X4— Xs— X,=0; 
fs= (1+X)L(1+X,— Ut+UX,) Xs — 2X,] =08 
fe = XIXe— 2X,X6 + Xe — UXe + WXI Xe 一 2X,X, 
+ 2X,=0;, 
f1= 3X,X1— XIXX7 + X, — IXIX, + LX XX 
— WIX,X7 + WIXIX2X7 一 2X, Xs + WX, — WXIX, = 0 
fa= Xs— Xxs— Xs=0; 
fo = XIX,X9 — 3XX9 — BXIX, + Xs + 2X,X,Xo + WX, Xo 
— WIXIX,X9 + 2* XX, + WX, — UXIX, = (08 
fio= Xo — Xoxe t+ Xe= 0 
f=X(1— XI)LX 1-—W)—X(1+u)]=0; 
f,,=X,,— Xs(%X,,+ 1)=0。 
下 面 我 们 实际 上 不 必 继 续 进 行 ， 因 为 在 f, 中 已 经 含有 因 
式 x,, 而 f， 等 于 零 。 如 果 我 们 能 够 利用 这 些 题 设 条 件 ， 加 上 题 
设 条 件 (13) ,证 明 中 的 其 他 因 式 都 不 等 于 零 ， 那 么 就 能 得 出 
终结 x, = 0。 
在 f, 中， 有 因 式 -wx,，(1 一 x2)*， 以 及 f= (Ww 一 1)? 
(Wu —2)(1—x?)—4。 
我 们 来 考察 除了 x, 以 外 的 其 他 因 式 能 否 为 零 ， 如 果 除 了 
% 以 外 的 其 他 因 式 都 不 能 为 零 ， 那 么 由 f1=0 就 可 推出 我 们 希 
望 得 到 的 终结 x, = 0。 
由 (12) ,Xx,%4= 一 t, 而 x,,X4 分别 是 分 角 线 AD 和 BE 的 斜 
率 ( 如 图 25)， 所 以 x,xs 短 0, 因 而 Ww 了 0。 
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又 在 图 25 中 ，x, 表示 两 条 分 角 线 AD 和 BE 的 交点 1 的 
横 坐 标 ,所 以 Xx, 去 一 1,x, 关 +1, 否 则 A 角 或 B 角 就 将 成 为 180” 
而 不 能 构成 人 ABC 。 从 而 可 得 1- xz 去 0。 


由 f=0, 可 得 1- 闪 = 将 ,因此 1-*>0。 


由 fs=0, 因 1+x, 尖 0, 可 得 X= 一 一 2; 


1+X,—W + WX, 
又 由 f,=0, 因 x, 去 0(x, 是 分 角 线 AD 的 BE 的 交点 I 的 纵 


译 标 )，1 一 难关 0， 可 得 和 %,= 妆 导 )， 代 入 f,=0， 即 得 


zx = -从 而 可 得 xx = -2 反 。 

但 由 条 件 (13),x:x,:>0, 于 是 可 得 1- 刀 >0, 即 内 <1。 

综 上 所 述 ， 在 条 件 (12)、(13) 成 立 的 情况 下 , 即 在 AD、BE 
都 是 内 分 角 线 的 情况 下 ，f, 中 的 除了 x, 以 外 的 其 他 因 式 -wu 
0, (1 一 x?) 了 0, 且 f,= (Ww-1)?(W -2) (1 一 xz) 一 4<0( (2 
一 1)?>0, (1 一 难 )0,w -2<<1-2<0), 即 恒 为 负 值 而 f, 才 0， 
因此 由 f,=0 可 以 得 到 x, = 0。 

这 样 就 证 明了 我 们 记 要 证 明 的 古老 问题 ， 

两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 


上 E、“ 两 条 外 分 角 线 相等 的 三 角形 是 
等 腰 三 角形 ” ,这 个 猜想 成 立 吗 ? 


-上 节 证 明了 古老 问题 : “两 条 内 分 角 线 相 等 的 三 角形 是 等 
腰 三 角形 。 
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由 此 很 容易 引起 我 们 产生 下 面 的 猜想 : “两 条 外 分 角 线 相等 
的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ”。 这 个 猜想 能 不 能 成 立 呢 ? 

举 一 个 反例 *, 就 可 证 明 这 个 猜想 不 能 成 立 ! 

设 在 图 26 的 A4ABC 中 ,人 A=132°, 人 B=12°, 人 C=36°。 
外 角 CAF 的 分 角 线 AD 与 对 边 BC 交 于 D, 外 角 ABG 的 分 角 
线 BE 与 对 边 AC 交 于 上 ,那么 





图 26 


LCAD= 二 (180° -132")= 24"， 


LACD= 180° — 36° = 144°, 


光 ZLD=12。。 
又 L4BE= 二 (180"- 12*) = 84"， 
LBAE=180° -132° =48°, 
和 LE=48°。 
因此 AD=AB, AB=BE, 


就 是 说 ,人 A4BC 的 两 条 外 分 角 线 AD 和 BE 相等 ,而 人 ABC 


# 。 见 《数学 通报 》1983 年 1 月 号 问题 及 解答 。 
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并 不 是 等 腰 三 角形 。 

再 从 更 一 般 的 情况 来 作 直 观 的 考察 。 

设 人 ABC 的 4B 边 固定 ，BC 边 所 在 的 射线 也 固定 (人 ABC 
是 小 于 60 "的 一 个 定 角 2) ,如 图 27。 但 C 点 的 位 置 并 不 固定 ,可 
以 在 这 条 射线 上 移动 ， 我 们 研究 C 点 在 这 条 射线 上 移动 时 所 产 
生 的 情况 .BC 所 在 的 射线 既 已 固定 ,那么 外 角 4BG 的 分 角 线 B 
巨 (直线 ) 也 就 确定 了 。 





图 27 


如 果 C 点 接近 B 点 ， 如 图 28 中 的 C,, 那 么 外 分 角 线 BE， 
接近 于 零 ， 而 外 分 角 线 AD, 接近 于 AD.,D, 是 从 入 所 作 4B 的 
垂 线 与 BC 的 交点 。 因 此 ， 在 这 个 情况 下 ,4D,>BBE,。 设 过 4 
所 作 BE 的 平行 线 与 BC 交 于 互 ,那么 当 C 点 接近 于 HH 点 时 ,如 
图 中 的 C,, 外 分 角 线 BE, 无 限 增 大 (图 中 有 焉 曲 ) ,而 外 分 角 线 
AD, 接近 于 AK，K 是 外 角 HAF 的 分 角 线 与 BC 的 交点 。 因 
LKAP= 计 LHAP= 雪 [e+ 襄 (180° 0) ]=% “+ 全 #a( 因 
4 夫 60") ,所 以 AK 不 平行 于 BC, 因 而 AD, 是 有 限 值 。 因 此 , 在 
这 个 情况 下 ,4D,<BE,。 
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由 此 可 见 ,C 点 从 屯 到 五 连续 
运动 时 ， 由 AD,>BE, 连续 变化 
到 4D,< BE,, 中 间 应 至 少 有 一 处 能 
使 AD = BE。 

C 点 超 过 互 而 接近 于 互 时 ， 
如 前 所 说 ， 仍 有 AD,< BE,。 如 图 

29， 作 AM/BC， 且 作 4AF 对 于 
AM 的 对 称 线 AN, 交 BC 于 N。 
因 LFAN=24,，/FAH=180° -a, 
且 c 一 60", 故 FAN 一 LFAH。 就 
是 说 ，N 点 与 了 点 在 互 点 的 异 侧 。 
当 C 点 接近 N 点 时 , 如 图 中 的 C,， 
AC, 就 不 与 AH 接近 ， 外 分 角 线 BE, 是 有 限 值 .而 人 C,AF 的 
分 角 线 接近 于 AM， 因 而 外 分 角 线 AD, 无 限 增 大 图 中 有 焉 
曲 )。 因 此 ,在 这 个 情况 下 ,AD,> BE,。 

由 此 可 见 ，C 点 从 有 到 NN 连续 运动 时 ， 由 AD,<<BE, 连续 
变化 到 .AD,> BE,, 中 间 应 至 少 有 一 处 能 使 AD = BE。 

综 上 所 述 ， 在 AB 边 固 定 且 人 ABC 固定 (小 于 60°) 的 前 提 
下 ， 至 少 有 两 个 C 点 (一 在 B、 有 H 之 间 ， 一 在 HH,N 之 间 ) 能 使 
人 ABC 的 外 分 角 线 AD 与 BE 相等 ， 而 不 是 只 有 唯一 的 一 个 C 
点 (AB 的 中 垂 线 与 BC 的 交点 )。 由 此 得 出 结论 ， 两 条 外 分 角 线 
相等 的 三 角形 不 一 定 是 等 厦 三 角形 。 这 就 说 明 我 们 原来 的 猜想 
“两 条 外 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ”不 能 成 立 。 

从 我 们 的 机 器 证 明 来 看 ,上 节 关 于 两 条 内 分 角 线 所 列 的 (1) 
一 (12) 式 以 及 由 此 推出 的 了 ,=0,f,=0,…,f,,=0 等 式 都 能 适 
用 于 本 节 关 于 两 条 外 分 角 线 的 情况 ， 所 不 同 的 只 是 要 把 原来 的 
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(13) 式 x,*x,;>0 改 为 
Xiexiz<<0。 (13“ ) 








于 是 ， 由 zx， = -和 ， 可 得 -<0, 即 避 >1。 因 而 


1 1—-w 

天 中 的 因 式 f= (如 - TD 一 2)(1-xi) 一 4( 其 中 1 一 入 = 各 
之 0) 就 不 一 定 恒 为 负 值 ,而 可 能 为 0。 这 时 ， 由 f.=0 就 不 能 扒 
出 % 一 定 为 0, 就 是 说 ,人 A4BC 不 一 定 是 等 腰 三 角形 。 


2 
由 于 1-x? = 演 ， 即 灿 = 





2 
7， 所 以 
1 


f= (UW—1)*(W—2)(1-x?)—4=0 
可 以 改写 为 
xf 一 4X4(1 一 Xi) + 5x2(1— x?)? 
一 2(1-x3) 一 4(1-x?2=0。 (x?<1) 
我 们 知道 , (x,,x:) 是 分 角 线 AD 与 BE 的 交点 工 的 坐标 。 当 
I 点 的 坐标 满足 上 述 方程 时 ,I 点 在 某 一 个 轨迹 上 。 因 此 ， 从 户 
= 一 Ux,(1 一 x3)4f。=0, 可 以 得 出 : 或 者 x,=0, 即 八 ABC 为 等 
腰 三 角形 ， 或 者 f。=0， 即 分 角 线 AD 与 BE 的 交点 1(x,,x,) 
在 上 述 方程 所 表示 的 轨迹 上 。 
这 就 说 明了 ,以 AB 为 一 边 ， 可 以 有 无 数 个 人 ABC， 其 中 
AC 关 BC, 而 外 分 角 线 AD 等 于 外 分 角 线 BE。 这 些 三 角形 中 ,外 
分 角 线 AD 与 BE 的 交点 工 的 轨迹 是 一 个 近似 于 椭圆 的 图 形 
《如 图 30) ,与 过 A 而 垂直 于 4B 的 直线 相 切 ， 又 与 过 好 而 垂 
直 于 AB 的 直线 相 切 , 它 的 最 高 点 与 4、B 两 点 恰好 组 成 一 个 正 
三 角形 。 按 通常 理解 的 三 角形 来 说 ， 这 个 轨迹 要 除 去 4、B 两 
点 以 及 AB 的 中 垂 线 与 轨迹 相交 的 两 点 。 
391 


4(-1,0) 





图 30 


本 书 封面 上 用 实 线 画 出 的 一 个 三 角形 ， 不 是 等 腰 三 角形 ， 
但 它 的 两 条 外 分 角 线 (也 用 实 线 画 出 ) 相 等 。 这 两 条 外 分 角 线 所 
在 直线 的 交点 就 在 这 样 的 轨迹 上 。 

最 后 ， 再 说 一 下 一 条 内 分 角 线 与 一 条 外 分 角 线 相等 的 三 角 
形 。 研 究 结果 表明 ,这 样 的 三 角形 也 不 一 定 是 等 腰 三 角形 。 与 
两 条 外 分 角 线 相等 的 三 角形 的 情况 相仿 ， 也 有 下 面 的 情况 ， 以 
AB 为 一 边 ， 可 以 有 无 数 个 和 人 ABC， 其 中 AC 关 BC， 而 内 分 角 
线 4D 等 于 外 分 角 线 BE( 或 外 分 角 线 4D 等 于 内 分 角 线 BE) 。 
这 些 三 角形 中 ,AD 与 BE 的 交点 1(x,,%,) 的 轨迹 是 一 个 近似 于 
椭圆 的 图 形 ,如 图 31 中 的 右 图 (或 左 图 ), 它 的 方程 是 

X§ + AXE(X? — 1) + 5x2 (x? 一 1)2 
+2(X?—1)’~4(x? -1)?=0。 《x 之 1 或 x<-1) 
这 个 图 形 ， 与 过 B 及 过 P 而 垂直 于 4B 的 直线 相 切 于 B 及 P 
(或 与 过 A 及 过 @ 而 垂直 于 AB 的 直线 相 切 于 4 及 @), 其 中 书 
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(或 0) 是 在 AB (或 B4) 的 延长 线 上 且 与 4B 的 中 点 相距 入 


4B 的 点 。 按 通常 理 解 的 三 角形 来 说 ， 轨 迹 上 也 应 除去 一 些 特 
殊 的 点 。 
于 bd 闽 
通过 上 面 所 说 ， 不 难看 到 ， 机 器 证 明 有 一 定 的 优越 性 。 本 
文 只 介绍 一 些 大 意 和 具体 问题 ， 不 能 过 多 谈 到 理论 性 问 题 。 当 
然 ， 这 个 问题 还 处 在 开创 阶段 ， 有 待 于 进一步 的 发 展 与 完善 。 
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